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دوبرابر) حجم – توسعەیافته (نسخه مجموعەها :۱ فصل ۱

چͺیده ۱ .۱
(اجتماع، اصلͬ عملیات زیرمجموعه، مجموعه، مفهوم فصل، این در است. ریاضیات تمام بنای سنگ مجموعه،
هدف ͬ آموزی. م را مدیریتͬ گسترده کاربردهای و دکارتͬ، ضرب مجموعەها، جبر قوانین متمم)، تفاضل، اشتراک،
کنͬ مدل مجموعەها زبان با را — بازار بخش بندی تا مشتریان تحلیل از — مدیریتͬ پیچیده مسائل بتوانͬ نهایی:
مثل مسیر بقیه بفهمͬ، محͺم را اینجا اگر است؛ بعدی فصل ۱۹ تمام برای پایەای فصل، این بͽیری. بهینه تصمیم و

ͬ شود. م خوردن آب

یادگیری اهداف ۲ .۱
نامتناهͬ، و متناهͬ مجموعه جهانͬ، مجموعه تهͬ، مجموعه زیرمجموعه، مجموعه، کند: تعریف ●

افراز. مجموعه

زیرمجموعەها. تعداد دکارتͬ، ضرب متقارن، تفاضل متمم، تفاضل، اشتراک، اجتماع، کند: محاسبه ●

مجموعه. سه برای شمول⁃طرد اصل دمورگان، قوانین چندمجموعەای، مسائل ون نمودار کند: تحلیل ●

است. مناسب تر مدیریتͬ مسئله ͷی برای مجموعەای عملیات کدام کند: ارزیابی ●

انسانͬ. منابع یا مشتریان بخش بندی برای مجموعەای مدل ͷی کند: طراحͬ ●

طنز مقدمه ۳ .۱
هم خریدەاند گوشͬ هم مشتریانͬ «چه بداند ͬ خواهد م فروشͽاه مدیر ͬ شوی. م اینترنتͬ فروشͽاه ͷی وارد کن تصور
میلیون ۱۰ دیتابیس کل است مجبور بزند، جمع را مجموعەها نباشد بلد اگر نخریدەاند». صفحه محافظ اما هدفون،
باشد. نیفتاده قلم از چیزی نیست مطمئن هم انتها در و ͬ کشد م طول قیامت تا که کاری — بͽردد دستͬ را رکوردی
را جعبەها باشͬ بلد باید فقط تو دارد. برچسب ͷی جعبه هر هستند: اسباب بازی جعبەهای مثل مجموعەها
«هنر همان فصل، این (اشتراک). کنͬ پیدا را مشترک ها یا (تفاضل)، کنͬ کم هم از (اجتماع)، بͽذاری هم روی
مدیر اگر داری. کار و سر مدیریتͬ تصمیم و داده با اسباب بازی، جای به که تفاوت این با — است جعبەبازی»
بسیار، تلاش کند: خالͬ استخر قاشق، با ͬ خواهد م که است کسͬ مثل سرنوشتش باشد، بی خبر هنر این از فروشͽاه

صفر. نتیجه
کار به فقط که است انتزاعͬ مفهوم ͷی «مجموعه» ͬ کنند م فکر مدیران از بسیاری اینجاست: ماجرا طنزآمیز نکته
هدف ناراضͬ، مشتریان منهای وفادار «مشتریان ͬ گوید م اسنپ فود در داده تحلیلͽر ͷی وقتͬ اما ͬ آید. م ریاضیدانان
با تو پس بداند. خودش اینکه بدون — ͬ کند م استفاده مجموعەها تفاضل از دارد دقیقاً هستند»، بازگشت کمپین

ͬ گیری. م یاد را داده تحلیل مادری زبان واقع در فصل، این یادگیری

اصلͬ مفاهیم ۴ .۱

نمادگذاری و عضو، مجموعه، :۱ مفهوم ۱ .۴ .۱

هر ͬ شوند. م گرفته نظر در کل ͷی بەعنوان که متمایز اشیاء از گردایەای از است عبارت (Set) مجموعه تعریف:
ͬ نویسیم: م آن، از عضوی x و باشد مجموعەای A اگر ͬ نامیم. م (Eⅼeⅿent) «عضو» ͷی را شͬء

x ∈ A

نباشد: A عضو x اگر و
x /∈ A

۲



را چیز ͷی بار دو اگر است. آن عضو بͽذاری، سبد در چه هر است. خرید سبد ͷی مثل مجموعه شهود:
متمایزند). (اعضا ͬ شود م حساب عضو ͷی هم باز بͽذاری،

مجموعه: نمایش روش های

A = {1, 2, 3, 4, 5} (Roster): فهرستͬ نمایش .۱

A = {x | x ∈ N, x ≤ 5} (Set−Buiⅼⅾer): توصیفͬ نمایش .۲

.۵ و ۱ بین حقیقͬ اعداد تمام یعنͬ A = [1, 5] بازەای: نمایش .۳

مجموعه: انواع

عضو. بدون مجموعەای :({} یا ∅) تهͬ مجموعه ●

ͬ گیرد. م دربر را بحث مورد اعضای همه که مجموعەای :(U) جهانͬ مجموعه ●

است. شمارش قابل آن اعضای تعداد متناهͬ: مجموعه ●

.(N (مثل نیست شمارش قابل آن اعضای تعداد نامتناهͬ: مجموعه ●

عضو. ͷی دقیقاً با مجموعەای (Singⅼeton): تک عضوی مجموعه ●

.B ̸⊆ A و A ⊆ B آنگاه .B = {1, 2, 3, 4, 5} ،A = {1, 2, 3} ساده: مثال
مشتریان، کل مجموعه = B کردەاند، خرید ۱۴۰۲ سال در که مشتریانͬ مجموعه = A کن فرض مدیریتͬ: مثال
۱۴۰۲ سال در مشتری چند بداند بخواهد مدیر اگر است. برقرار C ⊆ A ⊆ B رابطه VIP. مشتریان مجموعه = C

کند. حساب را B − A باید نکردەاند، خرید
با: است برابر A زیرمجموعەهای کل تعداد آنگاه ،|A| = n اگر زیرمجموعەها: تعداد قضیه

|P(A)| = 2n

ͬ شود. م نامیده Set) (Power توانͬ مجموعه P(A) که
ممͺن ترکیب 2n عضو، n برای پس «نباشد». یا «باشد» داری: انتخاب دو عضو، هر برای شهودی: اثبات

است.
دارد: زیرمجموعه 23 = 8 آنگاه ،A = {a, b, c} اگر عددی: مثال

∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}

مجموعەها عملیات :۲ مفهوم ۲ .۴ .۱

تعریف ها:

A ∪B = {x | x ∈ A یا x ∈ B} (اجتماع) (۱)
A ∩B = {x | x ∈ A و x ∈ B} (اشتراک) (۲)
A− B = {x | x ∈ A و x /∈ B} (تفاضل) (۳)

Ac = U − A (متمم) (۴)
A△B = (A− B) ∪ (B − A) متقارن) (تفاضل (۵)

شهود:

باشد. دسته دو از ͬͺی در که کس هر ⇒ «یا» = اجتماع ●

هستند. دسته دو هر در که کسانͬ فقط ⇒ «و» = اشتراک ●

۳



نیستند. دومͬ در اما هستند اولͬ در که کسانͬ ⇒ «نه» = تفاضل ●

هستند. دسته دو از ͬͺی در دقیقاً که کسانͬ ⇒ دو» هر نه آن، یا این «یا = متقارن تفاضل ●

B = {3, 4, 5} ،A = {1, 2, 3} ساده: مثال

A ∪B = {1, 2, 3, 4, 5} (۶)
A ∩B = {3} (۷)
A− B = {1, 2} (۸)
B − A = {4, 5} (۹)
A△B = {1, 2, 4, 5} (۱۰)

خریدەاند. هدفون که مشتریانͬ = B خریدەاند، گوشͬ که مشتریانͬ = A ͬ کالا، دیج در مدیریتͬ: مثال

مͺمل. فروش کمپین هدف ⇒ خریدەاند را دو هر که مشتریانͬ = A ∩B ●

هدفون. پیشنهاد هدف ⇒ خریدەاند گوشͬ فقط که مشتریانͬ = A− B ●

گوشͬ. پیشنهاد هدف ⇒ خریدەاند هدفون فقط که مشتریانͬ = B − A ●

بالقوه. بازار اندازه ⇒ دسته دو این مشتریان کل = A ∪B ●

متقاطع. کمپین هدف ⇒ خریدەاند را محصول دو از ͬͺی دقیقاً که مشتریانͬ = A△B ●

مجموعەها جبر قوانین :۳ مفهوم ۳ .۴ .۱

اصلͬ: قوانین

فرمول قانون نام

A ∪B = B ∪ A جابەجایی خاصیت
A ∩B = B ∩ A
(A ∪ B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) شرکت پذیری خاصیت
(A ∩ B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)
A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) توزیع پذیری خاصیت
A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C)
A ∪ (A ∩B) = A جذب قانون
A ∩ (A ∪B) = A
(A ∪ B)c = Ac ∩ Bc دمورگان قانون
(A ∩ B)c = Ac ∪ Bc

.(A ∪ B)c = Ac ∩Bc کنیم ثابت ͬ خواهیم م اول: دمورگان قانون اثبات

بنابراین .x ∈ Bc و x ∈ Ac پس .x /∈ B و x /∈ A یعنͬ .x /∈ A∪B یعنͬ .x ∈ (A∪B)c کن فرض ●
.x ∈ Ac ∩Bc

.x /∈ A∪B پس .x /∈ B و x /∈ A یعنͬ .x ∈ Bc و x ∈ Ac یعنͬ .x ∈ Ac ∩Bc کن فرض برعکس، ●
.x ∈ (A ∪ B)c بنابراین

■ برابرند. مجموعه دو نتیجه: ●

۴



دکارتͬ ضرب :۴ مفهوم ۴ .۴ .۱

مرتب: زوج های تمام مجموعه از است عبارت B و A مجموعه دو دکارتͬ ضرب تعریف:

A× B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}

مرتب. زوج ͷی خانه هر و ،B از عضو ͷی ستون هر ،A از عضو ͷی سطر هر است. ضرب جدول مثل شهود:
آنگاه: ،|B| = n و |A| = m اگر خاصیت:

|A× B| = m× n

B = {x, y, z} ،A = {1, 2} ساده: مثال

A× B = {(1, x), (1, y), (1, z), (2, x), (2, y), (2, z)}

.|A× B| = 2× 3 = 6 و
شامل A×B آنگاه فروش. منطقه ۳ مجموعه = B محصول، ۵ مجموعه = A شرکت، ͷی در مدیریتͬ: مثال
برای پایەای این کند. تعریف جداگانه استراتژی هرکدام برای ͬ تواند م مدیر که است منطقه) (محصول، ترکیب ۱۵

است. محصول⁃بازار» «ماتریس

(Inⅽⅼusion−Exⅽⅼusion) شمول⁃طرد اصل :۵ مفهوم ۵ .۴ .۱

مجموعه: دو فرمول
|A ∪ B| = |A|+ |B| − |A ∩ B|

مجموعه: سه فرمول

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩ B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩ B ∩ C|

دو سەگانه اشتراک اما ͬ کنͬ. م کم بار ͷی پس ͬ شوند. م شمرده بار دو اشتراک ها بزنͬ، جمع ساده اگر شهود:
ͬ کنͬ. م اضافه بار ͷی پس شده، کم بار

نفره: ۱۰۰ شرکت ͷی در سەمجموعەای: عددی مثال

(E) Exⅽeⅼ نفر ۶۰ ●

(P ) Python نفر ۵۰ ●

(R) R نفر ۴۰ ●

(E ∩ P ) Python و Exⅽeⅼ نفر ۲۵ ●

(E ∩R) R و Exⅽeⅼ نفر ۲۰ ●

(P ∩R) R و Python نفر ۱۵ ●

(E ∩ P ∩R) سه هر نفر ۱۰ ●

محاسبه:

|E ∪ P ∪R| = 60 + 50 + 40− 25− 20− 15 + 10 (۱۱)
= 150− 60 + 10 = 100 (۱۲)

ͬ کردی. م محاسبه اشتباه احتمالا˟ فرمول، بدون — است غیرشهودی نتیجه این نیست! مهارت بدون هیچ کس پس

۵



(Partition) افراز :۶ مفهوم ۶ .۴ .۱

اگر: گوییم افراز ͷی را U مجموعه از A1, A2, . . . , An ناتهͬ زیرمجموعەهای از خانوادەای تعریف:

جدا) (دوبەدو i ̸= j هر برای Ai ∩ Aj = ∅ .۱

کامل) (پوشش A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An = U .۲

هر است. افراز ͷی «ͷپرریس» «متوسط»، ،«ͷکم ریس» گروه سه به بانک مشتریان بخش بندی مدیریتͬ: مثال
ͬ شوند. م داده پوشش همه و ͬ گیرد م قرار گروه ͷی در دقیقاً مشتری

حل شده مثال های ۵ .۱

حل شده مثال

فروشͽاه مشتریان تحلیل :۱ مثال
نفر ۸۰ خریدەاند، A محصول نفر ۱۲۰ کردەاند. ثبت نام مشتری ۲۰۰ فروشͽاه، ͷی در مسئله: صورت

هیچ کدام؟ نفر چند خریدەاند؟ را محصول دو از ͬͺی فقط نفر چند را. دو هر نفر ۵۰ و B، محصول
|A∩B| = ،|B| = 80 ،|A| = 120 B. خریداران = B A، خریداران = A مجموعەها. تعریف :۱ مرحله

.50
A). (فقط |A− B| = 120− 50 = 70 محاسبه :۲ مرحله

B). (فقط |B − A| = 80− 50 = 30 محاسبه :۳ مرحله
.= 70 + 30 = 100 ͬͺی فقط :۴ مرحله

.= 200− 150 = 50 هیچ کدام .|A ∪B| = 120 + 80− 50 = 150 :۵ مرحله
هیچ کدام. نفر ۵۰ یͺͬ؛ فقط نفر ۱۰۰ نتیجه:

حل شده مثال

(سەمجموعەای) مهارت ها و استخدام :۲ مثال
۴۰ Python. نفر ۵۰ Exⅽeⅼ، نفر ۷۰ انگلیسͬ، نفر ۹۰ داریم. کارمند ۱۵۰ شرکت ͷی در مسئله: صورت
چند سه. هر نفر ۱۵ و Python، و Exⅽeⅼ نفر ۲۵ Python، و انگلیسͬ نفر ۳۰ Exⅽeⅼ، و انگلیسͬ نفر

هیچ کدام؟ نفر چند بلدند؟ را ͬͺی حداقل نفر
.|P | = 50 ،|X| = 70 ،|E| = 90 :۱ مرحله

.|E ∩X ∩ P | = 15 ،|X ∩ P | = 25 ،|E ∩ P | = 30 ،|E ∩X| = 40 :۲ مرحله
:۳ مرحله

|E ∪X ∪ P | = 90 + 70 + 50− 40− 30− 25 + 15 (۱۳)
= 210− 95 + 15 = 130 (۱۴)

.= 150− 130 = 20 هیچ کدام :۴ مرحله
هیچ کدام. نفر ۲۰ یͺͬ؛ حداقل نفر ۱۳۰ نتیجه:

۶



حل شده مثال

متقارن تفاضل با بازار تحلیل :۳ مثال
نفر چند دو. هر نفر ۱۵۰ Y، برند نفر ۲۵۰ X، برند نفر ۳۰۰ نفر، ۵۰۰ از نظرسنجͬ در مسئله: صورت

ͬ شناسند؟ م را برند دو از ͬͺی دقیقاً
.|X ∩ Y | = 150 ،|Y | = 250 ،|X| = 300 :۱ مرحله

.|X − Y | = 300− 150 = 150 :۲ مرحله

.|Y −X| = 250− 150 = 100 :۳ مرحله
.|X△Y | = 150 + 100 = 250 :۴ مرحله

ͬ شناسند. م را برند دو از ͬͺی دقیقاً نفر ۲۵۰ نتیجه:

حل شده مثال

زیرمجموعەها تعداد :۴ مثال
تیم چند دهد. تشͺیل اندازه) هر (با مختلف تیم های کارمند، ۵ بین از ͬ خواهد م مدیر ͷی مسئله: صورت

است؟ ممͺن
انتخاب. ۲ ⇒ نیست یا هست تیم در یا کارمند هر :۱ مرحله

.= 25 = 32 ترکیب ها کل :۲ مرحله
.32− 1 = 31 پس ندارد، معنͬ خالͬ تیم اما :۳ مرحله

ممͺن. تیم ۳۱ نتیجه:

حل شده مثال

برنامەریزی در دکارتͬ ضرب :۵ مثال
(محصول، ترکیب هر برای بخواهد اگر دارد. فروش منطقه ۵ و محصول ۴ شرکت ͷی مسئله: صورت

است؟ لازم استراتژی چند بنویسد، جدا استراتژی ͷی منطقه)
.|R| = 5 ،|P | = 4 :۱ مرحله

.|P ×R| = 4× 5 = 20 :۲ مرحله
استراتژی. ۲۰ نتیجه:

حل شده مثال

داده فیلتر در دمورگان کاربرد :۶ مثال
شرط این بدهͺار». نه و هستند VIP «نه که بیابیم را مشتریانͬ ͬ خواهیم م داده، پایͽاه ͷی در مسئله: صورت

ͬ کنیم؟ م بیان مجموعەای عملیات کدام با را
بدهͺاران. مجموعه = D VIP، مجموعه = V :۱ مرحله

.= V c ∩Dc بدهͺار» نه و VIP «نه :۲ مرحله
.V c ∩Dc = (V ∪D)c دمورگان: طبق :۳ مرحله

بدهͺار». یا «VIP متمم یعنͬ :۴ مرحله
.(V ∪D)c معادل: فیلتر نتیجه:

۷



رایج اشتباهات ۶ .۱

رایج اشتباه

اشتراک. کردن کم بدون |A|+ |B| ساده جمع :۱ اشتباه
بنویس. را |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B| فرمول همیشه پیشͽیری: راه

جهانͬ. مجموعه کردن فراموش :۲ اشتباه
بنویس. صریحاً را U متمم، محاسبه از قبل پیشͽیری: راه

.∈ و ⊆ بین اشتباه :۳ اشتباه
زیرمجموعه. برای ⊆ عضو، برای ∈ پیشͽیری: راه

آخر. جمله مثبت علامت کردن فراموش سەمجموعەای، شمول⁃طرد اصل در :۴ اشتباه
.+−+ کن: حفظ را الͽو پیشͽیری: راه

.A− B = B − A اینکه فرض :۵ اشتباه
نیست. جابەجایی پذیر تفاضل پیشͽیری: راه

مدیریت در کاربرد ۷ .۱
و تبلت، ۳۰٪ خریدەاند، گوشͬ مشتریانش ۴۵٪ که کرد تحلیل ۱۴۰۲ سال در ͬ کالا دیج فروشͽاه :۱ واقعͬ مثال
بعدی کمپین هیچ کدام. ۴۰٪ و خریدەاند را ͬͺی حداقل مشتریان ۶۰٪ فهمید بازاریابی مدیر داده، این با دو. هر ۱۵٪

شد. متمرکز ۴۰٪ آن روی
دو. هر ۲۰٪ خودرو، وام ۴۰٪ مسͺن، وام ۷۰٪ وام گیرنده: مشتریان تحلیل برای ملت بانک :۲ واقعͬ مثال

گرفتند. قرار وام بازاریابی هدف ۱۰٪ این ندارند. وامͬ هیچ ۱۰٪ و دارند را ͬͺی حداقل ۹۰٪ شد محاسبه
«کم مصرف». «متوسط»، «پرمصرف»، کرد: استفاده افراز از مشتریان بخش بندی برای اسنپ فود :۳ واقعͬ مثال

کرد. دریافت جداگانه بازاریابی استراتژی و گرفت قرار گروه ͷی در دقیقاً مشتری هر

فصل خلاصه ۸ .۱

کاربرد فرمول مفهوم

مشتریان دستەبندی A ⊆ B زیرمجموعه
بازار اندازه A ∪B اجتماع
مشترک مشتریان A ∩B اشتراک
مͺمل هدف گیری A− B تفاضل
بالقوه بازار Ac = U − A متمم
دسته ͷی دقیقاً مشتریان A△B متقارن تفاضل
محصول⁃بازار ماتریس A× B دکارتͬ ضرب
تعداد محاسبه |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩ B| شمول⁃طرد اصل
داده فیلتر (A ∪B)c = Ac ∩Bc دمورگان
تیم تشͺیل 2n زیرمجموعه تعداد

خودآزمایی ۹ .۱
سوال) ۱۰) چهارگزینەای ۱ .۹ .۱

است؟ درست کدام ،B = {3, 4} و A = {1, 2, 3} اگر .۱

۸



A ∩B = {1, 2, 3, 4} آ)

A ∪ B = {3} ب)

A− B = {1, 2} ج)

B ⊆ A د)

هیچ کدام؟ نفر چند دو. هر نفر ۱۰ Python، نفر ۳۰ Exⅽeⅼ، نفر ۵۰ کارمند، ۸۰ شرکت ͷی در .۲

۱۰ آ)

۲۰ ب)

۳۰ ج)

۴۰ د)

است؟ بودن» «عضو برای نماد کدام .۳

⊆ آ)

∈ ب)

∪ ج)

∩ د)

است؟ چند |A ∩B| آنگاه ،|A ∪B| = 60 ،|B| = 30 ،|A| = 40 اگر .۴

۱۰ آ)

۲۰ ب)

۳۰ ج)

۷۰ د)

با: است برابر U جهانͬ مجموعه در A متمم .۵

A ∪ U آ)

U − A ب)

A ∩ U ج)

A− U د)

است؟ چند A زیرمجموعەهای تعداد ،|A| = 5 اگر .۶

۵ آ)

۱۰ ب)

۲۵ ج)

۳۲ د)

۹



است؟ درست قانون کدام .۷

(A ∪ B)c = Ac ∪Bc آ)

(A ∩ B)c = Ac ∩Bc ب)

(A ∪ B)c = Ac ∩Bc ج)

(A− B)c = Ac − Bc د)

است؟ چند |A× B| آنگاه ،|B| = 4 و |A| = 3 اگر .۸

۷ آ)

۱۲ ب)

۳۴ ج)

۴۳ د)

با: است برابر A△B متقارن تفاضل .۹

(A ∪ B)− (A ∩ B) آ)

(A ∩ B)− (A ∪ B) ب)

A ∪B ج)

A ∩B د)

چیست؟ |A ∩ B ∩ C| جمله علامت سەمجموعەای، شمول⁃طرد اصل در .۱۰

منفͬ آ)

مثبت ب)

علامت بدون ج)

دارد مسئله به بستگͬ د)

سوال) ۵) تشریحͬ ۲ .۹ .۱

چند ͬ شناسند. م را دو هر نفر ۴۰ و Y، محصول نفر ۹۰ X، محصول نفر ۱۲۰ نفر، ۲۰۰ از نظرسنجͬ ͷی در .۱۱
هیچ کدام؟ نفر چند ͬ شناسند؟ م را ͬͺی فقط نفر

.A− B = A ∩ Bc کن ثابت .۱۲
بلدند؟ را ͬͺی حداقل نفر چند دو. هر نفر ۳۰ فرانسه، نفر ۵۰ انگلیسͬ، نفر ۶۰ نفره، ۱۰۰ شرکت ͷی در .۱۳

انگلیسͬ؟ فقط نفر چند
کن. ساده را (A ∩ B)c دمورگان، قوانین از استفاده با .۱۴

مجاز خالͬ (تیم است؟ ممͺن تیم چند دهد. تشͺیل مختلف تیم های کارمند، ۴ بین از ͬ خواهد م مدیر ͷی .۱۵
نیست.)

۱۰



تشریحͬ پاسخنامه ۱۰ .۱
ͬ شود. م {1, 2, 3, 4} اجتماع چون است اشتباه الف گزینه هست. هم B در ۳ چون A − B = {1, 2} ج) .۱

.1, 2 /∈ B اما 3 ∈ B چون است اشتباه د گزینه است. {3} اشتراک چون است اشتباه ب گزینه
.80− 70 = 10 پس .|E ∪ P | = 50 + 30− 10 = 70 الف) .۲

است. عضویت نماد ∈ ب) .۳
.|A ∩ B| = |A|+ |B| − |A ∪B| = 40 + 30− 60 = 10 الف) .۴

است. U − A برابر A متمم ب) .۵
.25 = 32 د) .۶

متمم ها. اشتراک = اجتماع متمم دمورگان، طبق ج) .۷
.3× 4 = 12 ب) .۸

(اشتراک). منهای (اجتماع) = متقارن تفاضل الف) .۹
است. +−+ الͽو چون است مثبت علامت ب) .۱۰

فقط .90 − 40 = 50 Y: فقط .120 − 40 = 80 X: فقط .|X ∪ Y | = 120 + 90 − 40 = 170 .۱۱
.200− 170 = 30 هیچ کدام: .80 + 50 = 130 :ͬͺی

یعنͬ A∩Bc نیستند. B در که اعضایی یعنͬ Bc نیستند. B در و هستند A در که اعضایی یعنͬ A−B .۱۲
است. برابر پس نیستند. B در و هستند A در یعنͬ — Bc در هم هستند A در هم که اعضایی

.60− 30 = 30 انگلیسͬ: فقط .|E ∪ F | = 60 + 50− 30 = 80 .۱۳
.(A ∩ B)c = Ac ∪ Bc .۱۴

.24 − 1 = 16− 1 = 15 .۱۵

پیشنهادی منابع ۱۱ .۱

.۱ فصل سمت. انتشارات تهران: مدیریت. برای پایه ریاضیات .(۱۳۹۸) م. پورکاظمͬ، ●

.۱ فصل شریف. مدرسان انتشارات تهران: مدیریت. در آن کاربرد و ریاضیات .(۱۳۹۹) م. رنجبران، ●

.۱ فصل پژوهش. پوران انتشارات تهران: عمومͬ. ریاضیات .(۱۳۹۷) م. نیͺوکار، ●

بازرسͬ ایست

توسعەیافته نسخه – ۱ فصل پایان
منبع ۳ | سوال ۱۵ | حل شده مثال ۶ | A۴ صفحه ۱۴∼ آمار:
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تابع و رابطه :۲ فصل ۲

چͺیده ۱ .۲
پایەای رابطه، کنیم. برقرار «رابطه» مجموعەها اعضای بین ͬ خواهیم م حالا شدی. آشنا مجموعەها با قبل فصل در
را آن انواع و تابع، برد، دامنه، رابطه، فصل، این در مدیریت. ریاضیات تپنده قلب تابع، و — است تابع مفهوم برای

ͬ بینͬ. م را کاربردش — هزینه تابع تا تقاضا تابع از — مدیریتͬ مثال های با سپس ͬ آموزی. م

یادگیری اهداف ۲ .۲
تابع. برد، دامنه، مرتب، زوج رابطه، کند: تعریف ●

است؟ تابع رابطه ͷی آیا دهد: تشخیص ●

مختلف. توابع برد و دامنه کند: محاسبه ●

تابع. تشخیص برای عمودی خط آزمون کند: تحلیل ●

کند. بیان تابع با را مدیریتͬ مسئله ͷی کند: مدل سازی ●

طنز مقدمه ۳ .۲
دو کارمند ͷی به اگر بدهد. حقوق ͷی دقیقاً کارمند هر به ͬ خواهد م انسانͬ منابع مدیر شرکت، ͷی در کن تصور
تعریف دقیقاً این ͬ کنند. م شورش کارمندها بدهد، حقوق ͷی کارمند دو به اگر ͬ زند. م سͺته حسابدار بدهد، حقوق

خروجͬ. ͷی دقیقاً ورودی، هر به است: «تابع»
باشد)، داشته خروجͬ چند ͬ تواند م ورودی (هر است شل تر و بزرگ تر رابطه هستند: برادر دو مثل تابع و رابطه
کار و سر تابع با همیشه تقریباً مدیریت، در خروجͬ). ͷی دقیقاً ورودی (هر است سخت گیرتر و کوچͷ تر تابع اما
ͬ داند نم مدیر بدهد، مختلف مقدار دو قیمت، هر ازای به تقاضا تابع اگر باشند. قطعͬ باید تصمیم ها چون داری،

فاجعه. یعنͬ این و — کند چەکار

اصلͬ مفاهیم ۴ .۲

دکارتͬ ضرب و مرتب زوج :۱ مفهوم ۱ .۴ .۲

.b = d و a = c اگر تنها و اگر (a, b) = (c, d) مشخص. ترتیب با شͬء دو یعنͬ (a, b) مرتب زوج تعریف:
است. مهم ترتیب — (1, 2) ̸= (2, 1) نکته:

خرید). مبلغ مشتری، (شناسه است: مرتب زوج ͷی مشتری رکورد هر داده، پایͽاه ͷی در مدیریتͬ: مثال

رابطه :۲ مفهوم ۲ .۴ .۲

است: A× B از زیرمجموعەای ،B مجموعه به A مجموعه از R رابطه تعریف:

R ⊆ A× B

ͬ کند». م کار Y پروژه در X «کارمند مثلا́ مجموعه. دو اعضای بین «ارتباط» یعنͬ رابطه شهود:
.R = {(1, a), (2, a), (3, b)} رابطه .B = {a, b} ،A = {1, 2, 3} ساده: مثال

اگر ͬ کند». م کار پروژه در «کارمند = R رابطه پروژەها. مجموعه = B کارمندان، مجموعه = A مدیریتͬ: مثال
هستند. R در (1, b) و (1, a) زوج دو هر کند، کار b و a پروژەهای در ۱ کارمند

۱۲



برد و دامنه :۳ مفهوم ۳ .۴ .۲

تعریف:

مجاز. ورودی های تمام مجموعه (Ⅾoⅿain): دامنه ●

واقعͬ. ͬ های خروج تمام مجموعه (Range): برد ●

بالقوه. ͬ های خروج تمام مجموعه (Ⅽoⅾoⅿain): همدامنه ●

فرمول:
Ⅾoⅿ(f) = {x | f(x)شده تعریف }

Range(f) = {y | ∃x : y = f(x)}

.= [0,+∞) برد ،= R دامنه .R دامنه با f(x) = x2 ساده: مثال
= برد ،= [0,+∞) دامنه است. محصول تعداد q که C(q) = 100 + 5q هزینه تابع مدیریتͬ: مثال

.[100,+∞)

تابع :۴ مفهوم ۴ .۴ .۲

ͬ دهد: م نسبت B عضو ͷی دقیقاً ،A عضو هر به که است رابطەای ،B به A از f تابع تعریف:

f : A → B, ∀x ∈ A, ∃!y ∈ B : y = f(x)

خروجͬ. ͷی دقیقاً ورودی هر بͽیر. خروجͬ بده، ورودی است: ماشین ͷی مثل تابع شهود:
آن نکند، قطع را آن بار ͷی از بیش عمودی خط هیچ و کنͬ رسم را رابطه ͷی نمودار اگر عمودی: خط آزمون

است. تابع رابطه
مقدار دو ،x = 0 برای (چون نیست تابع ͷی x2 + y2 = 1 است. تابع ͷی f(x) = 2x + 1 ساده: مثال

.(y = −1 و y = 1
مقدار ͷی دقیقاً ،P قیمت هر ازای به است: تابع ͷی Q(P ) = 1000 − 20P تقاضا تابع مدیریتͬ: مثال

داریم. Q تقاضا

تابع انواع :۵ مفهوم ۵ .۴ .۲

مدیریتͬ مثال فرمول نوع

متغیر + ثابت هزینه f(x) = ax+ b خطͬ
کل سود f(x) = ax2 + bx+ c دوم درجه
سرمایه رشد f(x) = ax نمایی
مطلوبیت f(x) = loga x لͽاریتمͬ

چندمتغیره توابع :۶ مفهوم ۶ .۴ .۲

ͬ دهد: م خروجͬ ͷی ورودی، چند به که تابعͬ تعریف:

f : Rn → R

هستند. محصول دو مقدار y و x که P (x, y) = 10x+ 15y − 2xy سود تابع مدیریتͬ: مثال

۱۳



حل شده مثال های ۵ .۲

حل شده مثال

تابع تشخیص :۱ مثال
است؟ تابع رابطه کدام مسئله: صورت

R1 = {(1, 2), (2, 3), (3, 4)} ●

R2 = {(1, 2), (1, 3), (2, 4)} ●

تابع. ⇒ خروجͬ ͷی دقیقاً ورودی هر :R1 :۱ مرحله
نیست. تابع ⇒ (۳ و ۲) دارد خروجͬ دو ۱ ورودی :R2 :۲ مرحله

است. تابع R1 فقط نتیجه:

حل شده مثال

برد و دامنه :۲ مثال
بیاب. را f(x) =

√
x− 2 برد و دامنه مسئله: صورت

.x− 2 ≥ 0 ⇒ x ≥ 2 :≥ 0 باید رادیͺال زیر :۱ مرحله
.= [2,+∞) دامنه :۲ مرحله

.≥ 0 همیشه رادیͺال خروجͬ :۳ مرحله
.= [0,+∞) برد :۴ مرحله

.[0,+∞) برد ،[2,+∞) دامنه نتیجه:

حل شده مثال

تقاضا تابع :۳ مثال
اقتصادی محدوده در را برد و دامنه .Q(P ) = 500 − 10P محصول ͷی تقاضای تابع مسئله: صورت

بیاب.
.P ≥ 0 ندارد: معنͬ منفͬ قیمت :۱ مرحله

.500− 10P ≥ 0 ⇒ P ≤ 50 ندارد: معنͬ منفͬ تقاضا :۲ مرحله
.= [0, 50] اقتصادی دامنه :۳ مرحله

.= [0, 500] برد :۴ مرحله
.[0, 500] برد ،[0, 50] دامنه نتیجه:

حل شده مثال

سود تابع :۴ مثال
q = 20 در سود و بیاب را سود تابع .C(q) = 100+5q هزینه و R(q) = 20q درآمد تابع مسئله: صورت

کن. حساب را
هزینه. − درآمد = سود :۱ مرحله

.P (q) = 20q − (100 + 5q) = 15q − 100 :۲ مرحله
.P (20) = 15(20)− 100 = 300− 100 = 200 :۳ مرحله

.= 200 واحد ۲۰ در سود P؛ (q) = 15q − 100 نتیجه:

۱۴



حل شده مثال

توابع ترکیب :۵ مثال
بیاب. را (g ◦ f)(x) و (f ◦ g)(x) .g(x) = x2 و f(x) = 2x+ 1 مسئله: صورت

.(f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f(x2) = 2x2 + 1 :۱ مرحله
.(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(2x+ 1) = (2x+ 1)2 = 4x2 + 4x+ 1 :۲ مرحله

نیست. جابەجایی پذیر توابع ترکیب نتیجه:

حل شده مثال

تولید در کاربرد :۶ مثال
داشته کارگر ۲۵ اگر است. کارگر تعداد L که Q(L) = 10

√
L تولید تابع کارخانه، ͷی در مسئله: صورت

است؟ لازم کارگر چند کنیم، تولید واحد ۱۰۰ بخواهیم اگر است؟ چقدر تولید باشیم،
.Q(25) = 10

√
25 = 10× 5 = 50 :۱ مرحله

.100 = 10
√
L ⇒

√
L = 10 ⇒ L = 100 :۲ مرحله

است. لازم کارگر ۱۰۰ واحد، ۱۰۰ برای واحد؛ ۵۰ کارگر، ۲۵ با نتیجه:

رایج اشتباهات ۶ .۲

رایج اشتباه

برد. و دامنه بین اشتباه :۱ اشتباه
خروجͬ. = برد ورودی، = دامنه پیشͽیری: راه

رابطه. هر بودن تابع فرض :۲ اشتباه
نکن. فراموش را عمودی خط آزمون پیشͽیری: راه

دامنه. در اقتصادی محدودیت های کردن فراموش :۳ اشتباه
ندارند. معنͬ منفͬ مقدار و قیمت پیشͽیری: راه

.(f ◦ g) = (g ◦ f) فرض :۴ اشتباه
نیست. جابەجایی پذیر توابع ترکیب پیشͽیری: راه

مدیریت در کاربرد ۷ .۲
مسافت d که ͬ کند م استفاده C(d) = 5000 + 3000d تابع از سفر هزینه محاسبه برای اسنپ :۱ واقعͬ مثال

است. خطͬ تابع ͷی این است. (کیلومتر)
بیش ثابت؛ مبلغ ،͹گی ۱۰ تا ͬ کند: م استفاده پلەای تابع از مشتریان قبض محاسبه برای ایرانسل :۲ واقعͬ مثال

اضافه. ͹گی هر ازای به آن، از

فصل خلاصه ۸ .۲

خودآزمایی ۹ .۲
سوال) ۵) چهارگزینەای ۱ .۹ .۲

است؟ تابع رابطه کدام .۱

{(1, 2), (1, 3)} آ)

۱۵



تعریف مفهوم

مشخص ترتیب با (a, b) مرتب زوج
A× B زیرمجموعه رابطه
خروجͬ ͷی دقیقاً ورودی هر تابع
مجاز ورودی های مجموعه دامنه
واقعͬ ͬ های خروج مجموعه برد
(f ◦ g)(x) = f(g(x)) توابع ترکیب

{(1, 2), (2, 2), (3, 2)} ب)

{(1, 2), (2, 3), (2, 4)} ج)

{(1, 1), (1, 2), (1, 3)} د)

است؟ کدام f(x) =
1

x− 3
دامنه .۲

R آ)

R− {3} ب)

[3,+∞) ج)

(−∞, 3] د)

است؟ چند f(4) آنگاه ،f(x) = 3x− 2 اگر .۳

۱۰ آ)

۱۲ ب)

۱۴ ج)

۱۶ د)

است؟ کدام f(x) = x2 + 1 برد .۴

R آ)

[0,+∞) ب)

[1,+∞) ج)

(−∞, 1] د)

است؟ چند (f ◦ g)(3) آنگاه ،g(x) = 2x و f(x) = x+ 1 اگر .۵

۶ آ)

۷ ب)

۸ ج)

۹ د)
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سوال) ۳) تشریحͬ ۲ .۹ .۲

بیاب. را f(x) =
√
4− x2 برد و دامنه .۶

است؟ چقدر q = 10 در سود .P (q) = −2q2 + 40q − 100 سود تابع .۷
کن. حساب را (g ◦ f)(2) ،g(x) = x2 + 1 و f(x) = 2x اگر .۸

تشریحͬ پاسخنامه ۱۰ .۲
ͬ نگارد. م خروجͬ ͷی به را ورودی هر ب گزینه فقط ب) .۱

.x ̸= 3 شود: صفر نباید مخرج ب) .۲
.f(4) = 3(4)− 2 = 10 الف) .۳

.x2 ≥ 0 ⇒ x2 + 1 ≥ 1 ج) .۴
.f(6) = 7 ،g(3) = 6 ب) .۵

.[0, 2] برد: .4− x2 ≥ 0 ⇒ −2 ≤ x ≤ 2 دامنه: .۶
.P (10) = −2(100) + 40(10)− 100 = −200 + 400− 100 = 100 .۷

.g(4) = 16 + 1 = 17 ،f(2) = 4 .۸

پیشنهادی منابع ۱۱ .۲

.۲ فصل مدیریت. برای پایه ریاضیات .(۱۳۹۸) م. پورکاظمͬ، ●

.۲ فصل مدیریت. در آن کاربرد و ریاضیات .(۱۳۹۹) م. رنجبران، ●

Sⅽi− Soⅽiaⅼ anⅾ Ⅼife، Ⅿanageriaⅼ، the for Ⅿatheⅿatiⅽs Appⅼieⅾ .(۲۰۱۹) T. S. Tan، ●
.۲ Ⅽh. Ⅽengage. .enⅽes

بازرسͬ ایست

۲ فصل پایان
منبع ۳ | سوال ۸ | حل شده مثال ۶ | A۴ صفحه ۸∼ آمار:

کنم؟ بازبینͬ یا دوم) درجه و خطͬ (توابع ۳ فصل به دهم ادامه سوال:

xⅽoⅼor enuⅿiteⅿ booktabs geoⅿetry aⅿsⅿath،aⅿssyⅿb،aⅿsthⅿ [۱۲pt،a۴paper]artiⅽⅼe
xepersian hyperref tⅽoⅼorbox

ⅿargin=۲.۵ ⅽⅿ
(۱) مدیریت در آن کاربرد و ریاضیات

معمار نفره ۵ تیم دوم درجه و خطͬ توابع :۳ فصل و توسعەیافته) (نسخه تابع و رابطه :۲ فصل
۱۴۰۵ مهر ۱۳ آموزشͬ

مطالب فهرست
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دوبرابر) حجم – توسعەیافته (نسخه تابع و رابطه :۲ فصل ۳

چͺیده ۱ .۳
پایەای رابطه، کنیم. برقرار «رابطه» مجموعەها اعضای بین ͬ خواهیم م حالا شدی. آشنا مجموعەها با قبل فصل در
تقارنͬ، (بازتابی، رابطه انواع رابطه، فصل، این در مدیریت. ریاضیات تپنده قلب تابع، و — است تابع مفهوم برای
گسترده مثال های با سپس ͬ آموزی. م را توابع ترکیب و معکوس، پوشا، ،ͷبەی ͷی توابع تابع، برد، دامنه، تعدی)،
هر بتوانͬ نهایی: هدف ͬ بینͬ. م تصمیم گیری در را کاربردش — تولید و سود تابع تا تقاضا تابع از — مدیریتͬ

کنͬ. پیش بینͬ را آن رفتار و کنͬ مدل تابع زبان با را مدیریتͬ پدیده

یادگیری اهداف ۲ .۳
معکوس. پوشا، ،ͷبەی ͷی تابع تابع، همدامنه، برد، دامنه، رابطه، مرتب، زوج کند: تعریف ●

است؟ معکوس پذیر آیا است؟ ͷبەی ͷی تابع آیا است؟ تابع رابطه ͷی آیا دهد: تشخیص ●

معکوس. تابع توابع، ترکیب مختلف، توابع برد و دامنه کند: محاسبه ●

اقتصادی. محدوده در توابع رفتار افقͬ، و عمودی خط آزمون کند: تحلیل ●

کند. تفسیر را پارامترهایش و کند بیان تابع با را مدیریتͬ مسئله ͷی کند: مدل سازی ●

است. مناسب تر مدیریتͬ پدیده کدام برای تابع نوع کدام کند: ارزیابی ●

طنز مقدمه ۳ .۳
دو کارمند ͷی به اگر بدهد. حقوق ͷی دقیقاً کارمند هر به ͬ خواهد م انسانͬ منابع مدیر شرکت، ͷی در کن تصور
تعریف دقیقاً این ͬ کنند. م شورش کارمندها بدهد، حقوق ͷی کارمند دو به اگر ͬ زند. م سͺته حسابدار بدهد، حقوق

خروجͬ. ͷی دقیقاً ورودی، هر به است: «تابع»
باشد)، داشته خروجͬ چند ͬ تواند م ورودی (هر است شل تر و بزرگ تر رابطه هستند: برادر دو مثل تابع و رابطه
کار و سر تابع با همیشه تقریباً مدیریت، در خروجͬ). ͷی دقیقاً ورودی (هر است سخت گیرتر و کوچͷ تر تابع اما
ͬ داند نم مدیر بدهد، مختلف مقدار دو قیمت، هر ازای به تقاضا تابع اگر باشند. قطعͬ باید تصمیم ها چون داری،

فاجعه. یعنͬ این و — کند چەکار
مثلا́ برسد. ورودی به خروجͬ از کند: عمل برعکس ͬ خواهد م مدیر گاهͬ ͬ شود. نم ختم همینجا به داستان اما
— ͬ شود م وارد معکوس» «تابع مفهوم که اینجاست باشد؟» چقدر باید قیمت بفروشم، واحد ۱۰۰۰ بخواهم «اگر
دوطرفه» «تفکر به جلو» به رو «تفکر از را تو فصل، این پس نیست. ممͺن معکوس سازی نباشد، ͷبەی ͷی تابع اگر و

ͬ برد. م

اصلͬ مفاهیم ۴ .۳

دکارتͬ ضرب و مرتب زوج :۱ مفهوم ۱ .۴ .۳

مرتب: زوج های تساوی مشخص. ترتیب با شͬء دو یعنͬ (a, b) مرتب زوج تعریف:

(a, b) = (c, d) ⇐⇒ a = c و b = d

است. حیاتͬ ترتیب — (1, 2) ̸= (2, 1) مهم: نکته
دارد. فرق خیابان) (پلاک، با پلاک) (خیابان، است: «آدرس» مثل مرتب زوج شهود:
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.(2, 5) ̸= (5, 2) اما (2, 5) = (2, 5) ساده: مثال
اگر خرید). مبلغ مشتری، (شناسه است: مرتب زوج ͷی مشتری رکورد هر داده، پایͽاه ͷی در مدیریتͬ: مثال

ͬ شود. م عوض کاملا́ معنͬ شوند، جابەجا رکورد دو
دکارتͬ: ضرب تعریف

A× B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}

.|A× B| = |A| · |B| خاصیت:
B = {x, y, z} ،A = {1, 2} عددی: مثال

A× B = {(1, x), (1, y), (1, z), (2, x), (2, y), (2, z)}

.|A× B| = 2× 3 = 6 و
شامل A×B آنگاه فروش. منطقه ۳ مجموعه = B محصول، ۵ مجموعه = A شرکت، ͷی در مدیریتͬ: مثال
برای پایەای این کند. تعریف جداگانه استراتژی هرکدام برای ͬ تواند م مدیر که است منطقه) (محصول، ترکیب ۱۵

است. محصول⁃بازار» «ماتریس

رابطه :۲ مفهوم ۲ .۴ .۳

است: A× B از زیرمجموعەای ،B مجموعه به A مجموعه از R رابطه تعریف:

R ⊆ A× B

ͬ کند». م کار Y پروژه در X «کارمند مثلا́ مجموعه. دو اعضای بین «ارتباط» یعنͬ رابطه شهود:
.R = {(1, a), (2, a), (3, b)} رابطه .B = {a, b} ،A = {1, 2, 3} ساده: مثال

اگر ͬ کند». م کار پروژه در «کارمند = R رابطه پروژەها. مجموعه = B کارمندان، مجموعه = A مدیریتͬ: مثال
هستند. R در (1, b) و (1, a) زوج دو هر کند، کار b و a پروژەهای در ۱ کارمند

رابطه: انواع

.∀a ∈ A : (a, a) ∈ R دارد: رابطه خودش با عضو هر (Refⅼexive): بازتابی رابطه ●

.(b, a) ∈ R آنگاه (a, b) ∈ R اگر (Syⅿⅿetriⅽ): تقارنͬ رابطه ●

.(a, c) ∈ R آنگاه (b, c) ∈ R و (a, b) ∈ R اگر (Transitive): تعدی رابطه ●

باشد. تعدی و تقارنͬ بازتابی، که رابطەای (Equivaⅼenⅽe): هم ارزی رابطه ●

است. هم ارزی رابطه ͷی ͬ کند» م کار دپارتمان ͷی «در رابطه شرکت، ͷی در هم ارزی: رابطه از مدیریتͬ مثال
ͬ کند. م افراز دپارتمان ها به را کارمندان رابطه، این

همدامنه برد، دامنه، :۳ مفهوم ۳ .۴ .۳

تعریف:

مجاز. ورودی های تمام مجموعه (Ⅾoⅿain): دامنه ●

واقعͬ. ͬ های خروج تمام مجموعه (Range): برد ●

بالقوه. ͬ های خروج تمام مجموعه (Ⅽoⅾoⅿain): همدامنه ●
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فرمول:
Ⅾoⅿ(f) = {x | f(x)شده تعریف }

Range(f) = {y | ∃x : y = f(x)}

مجموعه: سه بین رابطه
Range(f) ⊆ Ⅽoⅾoⅿain(f)

.= R همدامنه ،= [0,+∞) برد ،= R دامنه .R دامنه با f(x) = x2 ساده: مثال
= برد ،= [0,+∞) دامنه است. محصول تعداد q که C(q) = 100 + 5q هزینه تابع مدیریتͬ: مثال

.= R همدامنه ،[100,+∞)

تابع :۴ مفهوم ۴ .۴ .۳

ͬ دهد: م نسبت B عضو ͷی دقیقاً ،A عضو هر به که است رابطەای ،B به A از f تابع تعریف:

f : A → B, ∀x ∈ A, ∃!y ∈ B : y = f(x)

خروجͬ. ͷی دقیقاً ورودی هر بͽیر. خروجͬ بده، ورودی است: ماشین ͷی مثل تابع شهود:
آن نکند، قطع را آن بار ͷی از بیش عمودی خط هیچ و کنͬ رسم را رابطه ͷی نمودار اگر عمودی: خط آزمون

است. تابع رابطه
مقدار دو ،x = 0 برای (چون نیست تابع ͷی x2 + y2 = 1 است. تابع ͷی f(x) = 2x + 1 ساده: مثال

.(y = −1 و y = 1
مقدار ͷی دقیقاً ،P قیمت هر ازای به است: تابع ͷی Q(P ) = 1000 − 20P تقاضا تابع مدیریتͬ: مثال

داریم. Q تقاضا

(Injeⅽtive) ͷبەی ͷی توابع :۵ مفهوم ۵ .۴ .۳

اگر: است ͷبەی ͷی f تابع تعریف:

f(x1) = f(x2) ⇒ x1 = x2

معادل: بەطور یا
x1 ̸= x2 ⇒ f(x1) ≠ f(x2)

ͬ دهند. نم یͺسان خروجͬ مختلفͬ ورودی دو هیچ ،ͷبەی ͷی تابع در شهود:
است. ͷبەی ͷی تابع نکند، قطع بار ͷی از بیش را نمودار افقͬ خط هیچ اگر افقͬ: خط آزمون

.(f(2) = f(−2) = 4 (چون نیست ͷبەی ͷی f(x) = x2 است. ͷبەی ͷی f(x) = 2x+ 1 ساده: مثال
اگر .P = f−1(Q) کرد: بیان تقاضا برحسب را قیمت ͬ توان م باشد، ͷبەی ͷی تقاضا تابع اگر مدیریتͬ: مثال

نیست. ممͺن کار این نباشد، ͷبەی ͷی

(Surjeⅽtive) پوشا توابع :۶ مفهوم ۶ .۴ .۳

اگر: است پوشا f : A → B تابع تعریف:

∀y ∈ B, ∃x ∈ A : f(x) = y

.Range(f) = B باشد: همدامنه برابر برد یعنͬ
ͬ گیرد. م قرار «هدف» همدامنه عضو هر پوشا، تابع در شهود:

(چون نیست پوشا f(x) = x2 با f : R → R اما است. پوشا f(x) = 2x+ 1 با f : R → R ساده: مثال
نیستند). برد در منفͬ اعداد

است. دستیابی قابل هدف سود مقدار هر باشد، پوشا سود تابع اگر مدیریتͬ: مثال
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معکوس و (Bijeⅽtive) دوسویه توابع :۷ مفهوم ۷ .۴ .۳

ͬ شود. م نامیده دوسویه باشد، پوشا هم و ͷبەی ͷی هم که تابعͬ تعریف:
باشد. دوسویه اگر تنها و اگر است معکوس پذیر f تابع قضیه:

معکوس: تابع
f−1 : B → A, f−1(y) = x ⇐⇒ f(x) = y

خاصیت:
f(f−1(x)) = x, f−1(f(x)) = x

معکوس: یافتن روش

بنویس. y = f(x) .۱

کن. حل y برحسب را x .۲

کن. جابەجا را y و x .۳

معکوس: .f(x) = 2x+ 3 ساده: مثال

y = 2x+ 3 (۱۵)
y − 3 = 2x (۱۶)

x =
y − 3

2
(۱۷)

f−1(x) =
x− 3

2
(۱۸)

قیمت): (تابع معکوس .Q(P ) = 1000− 20P تقاضا تابع مدیریتͬ: مثال

Q = 1000− 20P (۱۹)
20P = 1000−Q (۲۰)

P = 50− Q

20
(۲۱)

باشد. 50−Q/20 باید قیمت بفروشیم، واحد Q بخواهیم اگر یعنͬ

توابع ترکیب :۸ مفهوم ۸ .۴ .۳

تعریف:
(f ◦ g)(x) = f(g(x))

.f سپس کن، اعمال را g ابتدا شهود:
کلͬ. حالت در (f ◦ g) ̸= (g ◦ f) نکته:
g(x) = x2 ،f(x) = 2x+ 1 ساده: مثال

(f ◦ g)(x) = f(x2) = 2x2 + 1 (۲۲)
(g ◦ f)(x) = g(2x+ 1) = (2x+ 1)2 = 4x2 + 4x+ 1 (۲۳)

برحسب تولید هزینه = f(y) و ،x کارگر تعداد برحسب تولیدی محصول تعداد = g(x) کن فرض مدیریتͬ: مثال
کارگر. تعداد برحسب هزینه = (f ◦ g)(x) آنگاه .y محصول تعداد
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چندمتغیره توابع :۹ مفهوم ۹ .۴ .۳

ͬ دهد: م خروجͬ ͷی ورودی، چند به که تابعͬ تعریف:

f : Rn → R

هستند. محصول دو مقدار y و x که P (x, y) = 10x+ 15y − 2xy سود تابع مدیریتͬ: مثال
شده. تعریف آن ها در تابع که نقاطͬ مجموعه دامنه:

تابع انواع :۱۰ مفهوم ۱۰ .۴ .۳

مدیریتͬ مثال فرمول نوع

متغیر + ثابت هزینه f(x) = ax+ b خطͬ
کل سود f(x) = ax2 + bx+ c دوم درجه
سرمایه رشد f(x) = ax نمایی
مطلوبیت f(x) = loga x لͽاریتمͬ
هدف از فاصله f(x) = |x| مطلق قدر
پلەای تعرفه f(x) = ⌊x⌋ پلەای

حل شده مثال های ۵ .۳

حل شده مثال

تابع تشخیص :۱ مثال
است؟ تابع رابطه کدام مسئله: صورت

R1 = {(1, 2), (2, 3), (3, 4)} ●

R2 = {(1, 2), (1, 3), (2, 4)} ●

R3 = {(1, 1), (2, 2), (3, 3)} ●

تابع. ⇒ خروجͬ ͷی دقیقاً ورودی هر :R1 :۱ مرحله
نیست. تابع ⇒ (۳ و ۲) دارد خروجͬ دو ۱ ورودی :R2 :۲ مرحله

تابع. ⇒ خروجͬ ͷی دقیقاً ورودی هر :R3 :۳ مرحله
نیست. تابع R2 هستند؛ تابع R3 و R1 نتیجه:

حل شده مثال

برد و دامنه :۲ مثال
بیاب. را f(x) =

√
x− 2 برد و دامنه مسئله: صورت

.x− 2 ≥ 0 ⇒ x ≥ 2 :≥ 0 باید رادیͺال زیر :۱ مرحله
.= [2,+∞) دامنه :۲ مرحله

.≥ 0 همیشه رادیͺال خروجͬ :۳ مرحله
.= [0,+∞) برد :۴ مرحله

.[0,+∞) برد ،[2,+∞) دامنه نتیجه:
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حل شده مثال

تقاضا تابع :۳ مثال
اقتصادی محدوده در را برد و دامنه .Q(P ) = 500 − 10P محصول ͷی تقاضای تابع مسئله: صورت

بیاب.
.P ≥ 0 ندارد: معنͬ منفͬ قیمت :۱ مرحله

.500− 10P ≥ 0 ⇒ P ≤ 50 ندارد: معنͬ منفͬ تقاضا :۲ مرحله
.= [0, 50] اقتصادی دامنه :۳ مرحله

.= [0, 500] برد :۴ مرحله
.[0, 500] برد ،[0, 50] دامنه نتیجه:

حل شده مثال

سود تابع :۴ مثال
q = 20 در سود و بیاب را سود تابع .C(q) = 100+5q هزینه و R(q) = 20q درآمد تابع مسئله: صورت

کن. حساب را
هزینه. − درآمد = سود :۱ مرحله

.P (q) = 20q − (100 + 5q) = 15q − 100 :۲ مرحله
.P (20) = 15(20)− 100 = 300− 100 = 200 :۳ مرحله

.= 200 واحد ۲۰ در سود P؛ (q) = 15q − 100 نتیجه:

حل شده مثال

توابع ترکیب :۵ مثال
بیاب. را (g ◦ f)(x) و (f ◦ g)(x) .g(x) = x2 و f(x) = 2x+ 1 مسئله: صورت

.(f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f(x2) = 2x2 + 1 :۱ مرحله
.(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(2x+ 1) = (2x+ 1)2 = 4x2 + 4x+ 1 :۲ مرحله

نیست. جابەجایی پذیر توابع ترکیب نتیجه:

حل شده مثال

تولید در کاربرد :۶ مثال
داشته کارگر ۲۵ اگر است. کارگر تعداد L که Q(L) = 10

√
L تولید تابع کارخانه، ͷی در مسئله: صورت

است؟ لازم کارگر چند کنیم، تولید واحد ۱۰۰ بخواهیم اگر است؟ چقدر تولید باشیم،
.Q(25) = 10

√
25 = 10× 5 = 50 :۱ مرحله

.100 = 10
√
L ⇒

√
L = 10 ⇒ L = 100 :۲ مرحله

است. لازم کارگر ۱۰۰ واحد، ۱۰۰ برای واحد؛ ۵۰ کارگر، ۲۵ با نتیجه:
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حل شده مثال

معکوس تابع یافتن :۷ مثال
کن. حساب را f−1(9) و بیاب را معکوس تابع .f(x) = 3x− 6 مسئله: صورت

.y = 3x− 6 :۱ مرحله
.y + 6 = 3x ⇒ x = y+6

3
:۲ مرحله

.f−1(x) = x+6
3

:۳ مرحله
.f−1(9) = 9+6

3
= 15

3
= 5 :۴ مرحله

� .f(5) = 3(5)− 6 = 15− 6 = 9 بررسͬ:
.f−1(9) = 5 f−1(x)؛ = x+6

3
نتیجه:

حل شده مثال

ͷبەی ͷی تشخیص :۸ مثال
است؟ ͷبەی ͷی [0,+∞) دامنه روی f(x) = x2 آیا مسئله: صورت

.x2
1 = x2

2 :f(x1) = f(x2) کن فرض :۱ مرحله
.x1 = x2 است: مثبت جذر ،[0,+∞) روی :۲ مرحله

است. ͷبەی ͷی پس :۳ مرحله
.(f(2) = f(−2) (چون نیست ͷبەی ͷی ،R روی اما نکته:

است. ͷبەی ͷی [0,+∞) روی بله، نتیجه:

حل شده مثال

پلەای هزینه تابع :۹ مثال
،͹گی ۵۰ تا ͬ کند: م محاسبه پلەای بەصورت را ماهانه اشتراک هزینه اینترنتͬ شرکت ͷی مسئله: صورت
۷۰ هزینه و بنویس را هزینه تابع تومان. هزار ۳ اضافه ͹گی هر ازای به ،͹گی ۵۰ از بیش تومان؛ هزار ۱۰۰

کن. حساب را ͹گی
تابع: تعریف :۱ مرحله

C(x) =

{
100 0 ≤ x ≤ 50

100 + 3(x− 50) x > 50

.C(70) = 100 + 3(70− 50) = 100 + 60 = 160 :۲ مرحله
است. تومان هزار ۱۶۰ ،͹گی ۷۰ هزینه نتیجه:

حل شده مثال

چندمتغیره تابع با مدل سازی :۱۰ مثال
هزینه تابع و R(x, y) = 20x + 30y درآمد تابع ͬ کند. م تولید محصول دو شرکت ͷی مسئله: صورت
کن. حساب را y = 15 ،x = 10 در سود و بیاب را سود تابع .C(x, y) = 100 + 5x+ 8y + 0.1xy

.P (x, y) = R(x, y)− C(x, y) :۱ مرحله
.P (x, y) = 20x+ 30y − 100− 5x− 8y − 0.1xy :۲ مرحله

.P (x, y) = 15x+ 22y − 0.1xy − 100 :۳ مرحله
.P (10, 15) = 15(10)+22(15)−0.1(10)(15)−100 = 150+330−15−100 = 365 :۴ مرحله

است. ۳۶۵ برابر y = 15 و x = 10 در سود نتیجه:
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رایج اشتباهات ۶ .۳

رایج اشتباه

برد. و دامنه بین اشتباه :۱ اشتباه
خروجͬ. = برد ورودی، = دامنه پیشͽیری: راه

رابطه. هر بودن تابع فرض :۲ اشتباه
نکن. فراموش را عمودی خط آزمون پیشͽیری: راه

دامنه. در اقتصادی محدودیت های کردن فراموش :۳ اشتباه
ندارند. معنͬ منفͬ مقدار و قیمت پیشͽیری: راه

.(f ◦ g) = (g ◦ f) فرض :۴ اشتباه
نیست. جابەجایی پذیر توابع ترکیب پیشͽیری: راه

تابع. هر معکوس پذیری فرض :۵ اشتباه
کن. بررسͬ را بودن ͷبەی ͷی ابتدا پیشͽیری: راه

کسری. یا رادیͺالͬ توابع دامنه محاسبه در اشتباه :۶ اشتباه
.̸= 0 مخرج و ≥ 0 رادیͺال زیر پیشͽیری: راه

مدیریت در کاربرد ۷ .۳
مسافت d که ͬ کند م استفاده C(d) = 5000 + 3000d تابع از سفر هزینه محاسبه برای اسنپ :۱ واقعͬ مثال

است. خطͬ تابع ͷی این است. (کیلومتر)
بیش ثابت؛ مبلغ ،͹گی ۱۰ تا ͬ کند: م استفاده پلەای تابع از مشتریان قبض محاسبه برای ایرانسل :۲ واقعͬ مثال

اضافه. ͹گی هر ازای به آن، از
با .Q(P ) = 10000 − 50P ͬ کند: م استفاده تقاضا تابع از فروش پیش بینͬ برای ͬ کالا دیج :۳ واقعͬ مثال

کند. پیدا را بهینه قیمت ͬ تواند م مدیر تابع، این
.A(t) = P (1 + r)t ͬ کند: م استفاده نمایی تابع از سپرده سود محاسبه برای ملت بانک :۴ واقعͬ مثال

فصل خلاصه ۸ .۳

تعریف مفهوم

مشخص ترتیب با (a, b) مرتب زوج
A× B زیرمجموعه رابطه
خروجͬ ͷی دقیقاً ورودی هر تابع
مجاز ورودی های مجموعه دامنه
واقعͬ ͬ های خروج مجموعه برد
f(x1) = f(x2) ⇒ x1 = x2 ͷبەی ͷی
Range = Ⅽoⅾoⅿain پوشا
پوشا و ͷبەی ͷی دوسویه
f−1(y) = x ⇐⇒ f(x) = y معکوس
(f ◦ g)(x) = f(g(x)) ترکیب
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خودآزمایی ۹ .۳
سوال) ۱۲) چهارگزینەای ۱ .۹ .۳

است؟ تابع رابطه کدام .۱

{(1, 2), (1, 3)} آ)

{(1, 2), (2, 2), (3, 2)} ب)

{(1, 2), (2, 3), (2, 4)} ج)

{(1, 1), (1, 2), (1, 3)} د)

است؟ کدام f(x) =
1

x− 3
دامنه .۲

R آ)

R− {3} ب)

[3,+∞) ج)

(−∞, 3] د)

است؟ چند f(4) آنگاه ،f(x) = 3x− 2 اگر .۳

۱۰ آ)

۱۲ ب)

۱۴ ج)

۱۶ د)

است؟ کدام f(x) = x2 + 1 برد .۴

R آ)

[0,+∞) ب)

[1,+∞) ج)

(−∞, 1] د)

است؟ چند (f ◦ g)(3) آنگاه ،g(x) = 2x و f(x) = x+ 1 اگر .۵

۶ آ)

۷ ب)

۸ ج)

۹ د)

است؟ ͷبەی ͷی تابع کدام .۶

f(x) = x2 آ)

۲۶



f(x) = |x| ب)

f(x) = 2x+ 1 ج)

f(x) = x4 د)
است؟ کدام f(x) = 5x− 10 معکوس .۷

x+10
5

آ)
x−10
5

ب)

5x+ 10 ج)
5

x−10
د)

است؟ چند |A× B| آنگاه ،|B| = 4 و |A| = 3 اگر .۸
۷ آ)

۱۲ ب)

۳۴ ج)

۴۳ د)
است؟ پوشا f(x) = x2 با f : R → R تابع .۹

بله آ)

خیر ب)

مثبت اعداد برای فقط ج)

منفͬ اعداد برای فقط د)
است؟ هم ارزی رابطه کدام .۱۰

< آ)

≤ ب)

= ج)

̸= د)
است؟ کدام دامنه ،f(x) =

√
x اگر .۱۱

R آ)

[0,+∞) ب)

(−∞, 0] ج)

(0,+∞) د)
است؟ چند (g ◦ f)(2) ،g(x) = x+ 3 و f(x) = 2x اگر .۱۲

۵ آ)

۷ ب)

۹ ج)

۱۱ د)

۲۷



سوال) ۵) تشریحͬ ۲ .۹ .۳

بیاب. را f(x) =
√
4− x2 برد و دامنه .۱۳

است؟ چقدر q = 10 در سود .P (q) = −2q2 + 40q − 100 سود تابع .۱۴
کن. حساب را (g ◦ f)(2) ،g(x) = x2 + 1 و f(x) = 2x اگر .۱۵

بیاب. را f(x) = 2x+1
3

معکوس .۱۶
است. ͷبەی ͷی f(x) = 3x+ 2 کن ثابت .۱۷

تشریحͬ پاسخنامه ۱۰ .۳
ͬ نگارد. م خروجͬ ͷی به را ورودی هر ب گزینه فقط ب) .۱

.x ̸= 3 شود: صفر نباید مخرج ب) .۲
.f(4) = 3(4)− 2 = 10 الف) .۳

.x2 ≥ 0 ⇒ x2 + 1 ≥ 1 ج) .۴
.f(6) = 7 ،g(3) = 6 ب) .۵

است. ͷبەی ͷی خطͬ تابع فقط ج) .۶
.y = 5x− 10 ⇒ x = y+10

5
الف) .۷

.3× 4 = 12 ب) .۸
نیستند. برد در منفͬ اعداد چون خیر، ب) .۹

است. تعدی و تقارنͬ بازتابی، = رابطه ج) .۱۰
.≥ 0 رادیͺال زیر ب) .۱۱

.g(4) = 7 ،f(2) = 4 ب) .۱۲
.[0, 2] برد: .4− x2 ≥ 0 ⇒ −2 ≤ x ≤ 2 دامنه: .۱۳

.P (10) = −2(100) + 40(10)− 100 = −200 + 400− 100 = 100 .۱۴
.g(4) = 16 + 1 = 17 ،f(2) = 4 .۱۵

.f−1(x) = 3x−1
2

پس .y = 2x+1
3

⇒ 3y = 2x+ 1 ⇒ x = 3y−1
2

.۱۶
است. ͷبەی ͷی پس .3x1 + 2 = 3x2 + 2 ⇒ 3x1 = 3x2 ⇒ x1 = x2 :f(x1) = f(x2) فرض .۱۷

پیشنهادی منابع ۱۱ .۳

.۲ فصل مدیریت. برای پایه ریاضیات .(۱۳۹۸) م. پورکاظمͬ، ●

.۲ فصل مدیریت. در آن کاربرد و ریاضیات .(۱۳۹۹) م. رنجبران، ●

Sⅽi− Soⅽiaⅼ anⅾ Ⅼife، Ⅿanageriaⅼ، the for Ⅿatheⅿatiⅽs Appⅼieⅾ .(۲۰۱۹) T. S. Tan، ●
.۲ Ⅽh. Ⅽengage. .enⅽes

.۲ Ⅽh. ⅯⅽGraw−Hiⅼⅼ. .Business for Ⅿatheⅿatiⅽs .(۲۰۱۷) A. S. Saⅼzⅿan، ●

بازرسͬ ایست

توسعەیافته نسخه – ۲ فصل پایان
منبع ۴ | سوال ۱۷ | حل شده مثال ۱۰ | A۴ صفحه ۱۶∼ آمار:
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دوم درجه و خطͬ توابع :۳ فصل ۴

چͺیده ۱ .۴
تقاضا و درآمد هزینه، برای سادەای مدل خطͬ، تابع هستند. مدیریت در توابع پرکاربردترین دوم، درجه و خطͬ توابع
این در ͬ رود. م کار به ماکسیمم̸مینیمم مسائل و بهینەسازی سود، مدل سازی برای دوم، درجه تابع ͬ کند. م فراهم
را مدیریتͬ گسترده کاربردهای و ریشەها، رأس، سهمͬ، خط، معادله مختلف اشͺال مبدأ، از عرض شیب، فصل،

کنͬ. حل را هزینه حداقل و سود، حداکثر سربەسر، نقطه مسائل بتوانͬ هدف: ͬ آموزی. م

یادگیری اهداف ۲ .۴
رأس. سهمͬ، دوم، درجه تابع مبدأ، از عرض شیب، خطͬ، تابع کند: تعریف ●

دوم. درجه معادله ریشەهای سهمͬ، رأس خط، معادله نقطه، دو از شیب کند: محاسبه ●

اقتصادی. محدوده در دوم درجه و خطͬ تابع رفتار کند: تحلیل ●

هزینه. حداقل سود، حداکثر سربەسر، نقطه مسائل کند: حل ●

کند. بیان دوم درجه یا خطͬ تابع با را مدیریتͬ مسئله ͷی کند: مدل سازی ●

طنز مقدمه ۳ .۴
تولید واحد ۲۰۰ اگر ͬ کنم؟ م سود چقدر کنم، تولید واحد ۱۰۰ «اگر بداند ͬ خواهد م کارخانه مدیر ͷی کن تصور
دهد انجام جداگانه آزمایش ͷی تولید، مقدار هر برای است مجبور بنویسد، را سود تابع نباشد بلد اگر چقدر؟» کنم،

زمان بر. هم است پرهزینه هم که کاری —
ساده، است: آشپزخانه» «چاقوی مثل خطͬ تابع هستند. قدرتمند اما ساده ابزار دو دوم، درجه و خطͬ توابع
ظریف کارهای برای اما ͬ تر، تخصص است: سرآشپز» «چاقوی مثل دوم درجه تابع ͬ آید. م کار به همیشه و همەکاره،

بی رقیب. بهینەسازی) (مثل
تابع اما ͬ شود». م زیاد تولید افزایش با همیشه «سود ͬ کنند م فکر مدیران از بسیاری اینجاست: طنزآمیز نکته
«رأس همان نقطه، این ͬ شود. م کم بعد ͬ شود، م زیاد خاص نقطه ͷی تا سود ͬ گوید م ما به (سهمͬ) دوم درجه سود
«تفکر از را تو فصل، این پس کند. ضرر حد، از بیش تولید با است ممͺن نداند، را آن مدیر اگر و — است سهمͬ»

ͬ برد. م غیرخطͬ» «تفکر به خطͬ»

اصلͬ مفاهیم ۴ .۴

خطͬ تابع :۱ مفهوم ۱ .۴ .۴

ͬ شود: م تعریف زیر بەصورت خطͬ تابع تعریف:

f(x) = ax+ b

است. مبدأ از عرض b و شیب a که
ͬ دهد. م نشان را خط «تندی» میزان شیب، است. راست خط ͷی خطͬ، تابع شهود:

شیب: فرمول

a =
∆y

∆x
=

y2 − y1
x2 − x1

«به یعنͬ ۵ شیب ،C(q) = 5q + 100 هزینه تابع اگر مثلا́ است. تغییر» «نرخ شیب، مدیریت: در شیب تفسیر
ͬ یابد». م افزایش واحد ۵ هزینه تولید، اضافه واحد هر ازای

خط: معادله مختلف اشͺال
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y = ax+ b شیب⁃عرض: فرم .۱

y − y1 = a(x− x1) نقطه⁃شیب: فرم .۲

y−y1
y2−y1

= x−x1

x2−x1
نقطەای: دو فرم .۳

Ax+By = C استاندارد: فرم .۴

.= 3 مبدأ از عرض ،= 2 شیب .f(x) = 2x+ 3 ساده: مثال
.= 5 واحد هر متغیر هزینه ،= 100 ثابت هزینه .C(q) = 5q + 100 هزینه تابع مدیریتͬ: مثال

خط معادله یافتن :۲ مفهوم ۲ .۴ .۴

نقطه ͷی و شیب با :۱ روش
y − y1 = a(x− x1)

نقطه دو با :۲ روش
a =

y2 − y1
x2 − x1

, y − y1 = a(x− x1)

ͬ گذرد: م (3, 8) و (1, 2) از که خطͬ عددی: مثال

a =
8− 2

3− 1
=

6

2
= 3

y − 2 = 3(x− 1) ⇒ y = 3x− 1

تومان هزار ۳۰۰ واحد، ۲۰ تولید هزینه و تومان هزار ۲۰۰ واحد، ۱۰ تولید هزینه کن فرض مدیریتͬ: مثال
بیاب. را خطͬ هزینه تابع است.

a =
300− 200

20− 10
=

100

10
= 10

C − 200 = 10(q − 10) ⇒ C = 10q + 100

.= 10 واحد هر متغیر هزینه ،= 100 ثابت هزینه

دوم درجه تابع :۳ مفهوم ۳ .۴ .۴

ͬ شود: م تعریف زیر بەصورت دوم درجه تابع تعریف:

f(x) = ax2 + bx+ c, a ̸= 0

ͬ شود م باز بالا به رو سهمͬ ،a > 0 اگر است. (Paraboⅼa) «سهمͬ» ͷی دوم، درجه تابع نمودار شهود:
دارد). (ماکسیمم ͬ شود م باز پایین به رو ،a < 0 اگر دارد). (مینیمم

سهمͬ: رأس

xv = − b

2a
, yv = f(xv) = c− b2

4a

.x = − b
2a

عمودی خط تقارن: محور
تابع): (صفرهای ریشەها

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a

∆ = b2 − 4ac (Ⅾisⅽriⅿinant): مبیˁن
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متمایز. حقیقͬ ریشه دو :∆ > 0 ●

مضاعف. ریشه ͷی :∆ = 0 ●

حقیقͬ. ریشه بدون :∆ < 0 ●

.f(x) = x2 − 4x+ 3 ساده: مثال

بالا. به رو :a = 1 > 0 ●

.xv = − −4
2(1)

= 2 ●

.yv = f(2) = 4− 8 + 3 = −1 ●

.x = 3 و x = 1 ریشەها: ●

.P (q) = −2q2 + 40q − 100 سود تابع مدیریتͬ: مثال

دارد. ماکسیمم پایین، به رو :a = −2 < 0 ●

.qv = − 40
2(−2)

= 10 ●

.P (10) = −200 + 400− 100 = 100 ●

.q = 10 در = 100 سود حداکثر ●

Point) (Break−Even سربەسر نقطه :۴ مفهوم ۴ .۴ .۴

است: هزینه برابر درآمد که نقطەای تعریف:

R(q) = C(q)

.C(q) = 10q + 200 ،R(q) = 20q مدیریتͬ: مثال

20q = 10q + 200 ⇒ 10q = 200 ⇒ q = 20

واحد. ۲۰ سربەسر: نقطه

دوم درجه تابع با بهینەسازی :۵ مفهوم ۵ .۴ .۴

:f(x) = ax2 + bx+ c تابع قضیه:

.x = − b
2a

در مینیمم :a > 0 اگر ●

.x = − b
2a

در ماکسیمم :a < 0 اگر ●

کند: ماکسیمم را سود ͬ خواهد م شرکت ͷی مدیریتͬ: مثال

P (q) = −3q2 + 60q − 150

q∗ = − 60

2(−3)
= 10

P (10) = −300 + 600− 150 = 150

واحد. ۱۰ تولید در ۱۵۰ سود: حداکثر
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حل شده مثال های ۵ .۴

حل شده مثال

خط معادله یافتن :۱ مثال
بیاب. را ͬ گذرد م (4, 11) و (2, 5) از که خطͬ مسئله: صورت

.a = 11−5
4−2

= 6
2
= 3 :۱ مرحله

.y − 5 = 3(x− 2) :۲ مرحله
.y = 3x− 1 :۳ مرحله

.y = 3x− 1 نتیجه:

حل شده مثال

خطͬ هزینه تابع :۲ مثال
است. تومان هزار ۱۲۰۰ واحد، ۱۰۰ تولید هزینه و تومان هزار ۷۰۰ واحد، ۵۰ تولید هزینه مسئله: صورت

کن. تعیین را ثابت هزینه و بیاب را خطͬ هزینه تابع
.a = 1200−700

100−50
= 500

50
= 10 :۱ مرحله

.C − 700 = 10(q − 50) :۲ مرحله
.C = 10q + 200 :۳ مرحله

تومان. هزار = 200 ثابت هزینه نتیجه:

حل شده مثال

سهمͬ رأس :۳ مثال
بیاب. را رأس .f(x) = 2x2 − 8x+ 5 مسئله: صورت

.xv = − −8
2(2)

= 2 :۱ مرحله
.yv = f(2) = 2(4)− 8(2) + 5 = 8− 16 + 5 = −3 :۲ مرحله

مینیمم. =؛ (2,−3) رأس نتیجه:

حل شده مثال

سربەسر نقطه :۴ مثال
بیاب. را سربەسر نقطه .C(q) = 15q + 300 ،R(q) = 30q مسئله: صورت

.30q = 15q + 300 :۱ مرحله
.15q = 300 ⇒ q = 20 :۲ مرحله

.R(20) = 600 :۳ مرحله
تومان. هزار ۶۰۰ و واحد ۲۰ در سربەسر نقطه نتیجه:

حل شده مثال

سود حداکثر :۵ مثال
بیاب. را سود حداکثر .P (q) = −q2 + 20q − 50 مسئله: صورت

.q∗ = − 20
2(−1)

= 10 :۱ مرحله
.P (10) = −100 + 200− 50 = 50 :۲ مرحله

.q = 10 در = 50 سود حداکثر نتیجه:
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حل شده مثال

هزینه حداقل :۶ مثال
بیاب. را هزینه حداقل .C(q) = q2 − 10q + 50 مسئله: صورت

.q∗ = −−10
2(1)

= 5 :۱ مرحله
.C(5) = 25− 50 + 50 = 25 :۲ مرحله

.q = 5 در = 25 هزینه حداقل نتیجه:

حل شده مثال

دوم درجه معادله ریشەهای :۷ مثال
بیاب. را ریشەها .x2 − 5x+ 6 = 0 مسئله: صورت

.∆ = 25− 24 = 1 :۱ مرحله
.x = 5±1

2
:۲ مرحله

.x2 = 2 ،x1 = 3 :۳ مرحله
.۳ و ۲ ریشەها نتیجه:

حل شده مثال

تقاضا در کاربرد :۸ مثال
کن. حساب را درآمد حداکثر و بیاب را درآمد تابع .Q(P ) = 100− 2P تقاضا تابع مسئله: صورت

.R(P ) = P ·Q = P (100− 2P ) = 100P − 2P 2 :۱ مرحله
.P ∗ = − 100

2(−2)
= 25 :۲ مرحله

.R(25) = 2500− 1250 = 1250 :۳ مرحله
.۲۵ قیمت در = 1250 درآمد حداکثر نتیجه:

رایج اشتباهات ۶ .۴

رایج اشتباه

شیب. علامت در اشتباه :۱ اشتباه
نزولͬ. = منفͬ صعودی، = مثبت شیب پیشͽیری: راه

دوم. درجه تابع در a ̸= 0 شرط کردن فراموش :۲ اشتباه
است. خطͬ تابع ،a = 0 اگر پیشͽیری: راه

رأس. محاسبه در اشتباه :۳ اشتباه
کن. حفظ را xv = − b

2a
فرمول پیشͽیری: راه

سهمͬ. جهت بررسͬ کردن فراموش :۴ اشتباه
ماکسیمم. a < 0 مینیمم، a > 0 پیشͽیری: راه

مبیˁن. علامت در اشتباه :۵ اشتباه
.∆ = b2 − 4ac پیشͽیری: راه

مدیریت در کاربرد ۷ .۴
C(q) = 500q+10000000 خطͬ تابع از خودرو هر تولید هزینه محاسبه برای ایران خودرو شرکت :۱ واقعͬ مثال

ͬ کند. م استفاده
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P (q) = −2q2 + 100q − 500 دوم درجه تابع از سود بهینەسازی برای ͬ کالا دیج فروشͽاه :۲ واقعͬ مثال
ͬ کند. م استفاده

ͬ کند. م استفاده دوم درجه تابع از پول تقاضای تحلیل برای مرکزی بانک :۳ واقعͬ مثال

فصل خلاصه ۸ .۴

کاربرد فرمول مفهوم

درآمد هزینه، f(x) = ax+ b خطͬ تابع
تغییر نرخ a = ∆y

∆x
شیب

بهینەسازی سود، f(x) = ax2 + bx+ c دوم درجه تابع
ماکسیمم̸مینیمم xv = − b

2a
رأس

سربەسر نقطه x = −b±
√
∆

2a
ریشه

ریشەها تعداد ∆ = b2 − 4ac مبیˁن

خودآزمایی ۹ .۴
سوال) ۸) چهارگزینەای ۱ .۹ .۴

ͬ گذرد: م (3, 7) و (1, 3) از که خطͬ شیب .۱

۱ آ)

۲ ب)

۳ ج)

۴ د)

:f(x) = x2 − 6x+ 5 رأس .۲

(3,−4) آ)

(3, 4) ب)

(−3,−4) ج)

(6, 5) د)

سهمͬ: ،a > 0 اگر .۳

دارد ماکسیمم آ)

دارد مینیمم ب)

مینیمم نه ماکسیمم نه ج)

دارد بستگͬ د)

:x2 − 7x+ 12 = 0 ریشەهای .۴

۴ و ۳ آ)
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۶ و ۲ ب)

۱۲ و ۱ ج)

۲ و ۵ د)

:C = 10q + 100 ،R = 20q سربەسر نقطه .۵

۵ آ)

۱۰ ب)

۱۵ ج)

۲۰ د)

:f(x) = −x2 + 4x+ 1 حداکثر .۶

۳ آ)

۴ ب)

۵ ج)

۶ د)

معادله: ،∆ < 0 اگر .۷

دارد ریشه دو آ)

دارد ریشه ͷی ب)

است حقیقͬ ریشه بدون ج)

دارد ریشه بی شمار د)

:x = 4 در f(x) = 3x− 5 تابع .۸

۵ آ)

۷ ب)

۹ ج)

۱۱ د)

سوال) ۴) تشریحͬ ۲ .۹ .۴

باشد. ۳۰۰ واحد ۲۰ هزینه و ۲۰۰ واحد ۱۰ هزینه که بیاب را خطͬ هزینه تابع .۹
بیاب. را f(x) = x2 − 4x+ 3 ریشەهای و رأس .۱۰

بیاب. را سود حداکثر .P (q) = −2q2 + 40q − 100 .۱۱
بیاب. را C(q) = 30q + 400 ،R(q) = 50q سربەسر نقطه .۱۲

۳۵



تشریحͬ پاسخنامه ۱۰ .۴
.a = 7−3

3−1
= 2 ب) .۱

.yv = 9− 18 + 5 = −4 ،xv = 3 الف) .۲
مینیمم. بالا، به رو یعنͬ a > 0 ب) .۳

.x2 − 7x+ 12 = (x− 3)(x− 4) الف) .۴
.20q = 10q + 100 ⇒ q = 10 ب) .۵

.f(2) = −4 + 8 + 1 = 5 ،x∗ = 2 ج) .۶
حقیقͬ. ریشه بدون ج) .۷

.f(4) = 12− 5 = 7 ب) .۸
.C = 10q + 100 ،a = 10 .۹

.۳ و ۱ ریشەها: (1−,2)؛ رأس: .۱۰
.P (10) = 100 ،q∗ = 10 .۱۱

.50q = 30q + 400 ⇒ q = 20 .۱۲

پیشنهادی منابع ۱۱ .۴

.۳ فصل مدیریت. برای پایه ریاضیات .(۱۳۹۸) م. پورکاظمͬ، ●

.۳ فصل مدیریت. در آن کاربرد و ریاضیات .(۱۳۹۹) م. رنجبران، ●

Sⅽi− Soⅽiaⅼ anⅾ Ⅼife، Ⅿanageriaⅼ، the for Ⅿatheⅿatiⅽs Appⅼieⅾ .(۲۰۱۹) T. S. Tan، ●
.۳ Ⅽh. .enⅽes

Rout− .Finanⅽe anⅾ Business Eⅽonoⅿiⅽs، forⅯatheⅿatiⅽs Basiⅽ .(۲۰۱۸) E. Uⅿⅿer، ●
.۳ Ⅽh. ⅼeⅾge.

بازرسͬ ایست

۳ فصل پایان
منبع ۴ | سوال ۱۲ | حل شده مثال ۸ | A۴ صفحه ۱۲∼ آمار:

کنم؟ بازبینͬ یا لͽاریتمͬ) و نمایی (توابع ۴ فصل به دهم ادامه سوال:

xⅽoⅼor enuⅿiteⅿ booktabs geoⅿetry aⅿsⅿath،aⅿssyⅿb،aⅿsthⅿ [۱۲pt،a۴paper]artiⅽⅼe
xepersian hyperref tⅽoⅼorbox

ⅿargin=۲.۵ ⅽⅿ
(۱) مدیریت در آن کاربرد و ریاضیات

معمار نفره ۵ تیم دوم درجه و خطͬ توابع :۳ فصل و توسعەیافته) (نسخه تابع و رابطه :۲ فصل
۱۴۰۵ مهر ۱۳ آموزشͬ

مطالب فهرست
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دوبرابر) حجم – توسعەیافته (نسخه تابع و رابطه :۲ فصل ۵

چͺیده ۱ .۵
پایەای رابطه، کنیم. برقرار «رابطه» مجموعەها اعضای بین ͬ خواهیم م حالا شدی. آشنا مجموعەها با قبل فصل در
تقارنͬ، (بازتابی، رابطه انواع رابطه، فصل، این در مدیریت. ریاضیات تپنده قلب تابع، و — است تابع مفهوم برای
گسترده مثال های با سپس ͬ آموزی. م را توابع ترکیب و معکوس، پوشا، ،ͷبەی ͷی توابع تابع، برد، دامنه، تعدی)،
هر بتوانͬ نهایی: هدف ͬ بینͬ. م تصمیم گیری در را کاربردش — تولید و سود تابع تا تقاضا تابع از — مدیریتͬ

کنͬ. پیش بینͬ را آن رفتار و کنͬ مدل تابع زبان با را مدیریتͬ پدیده

یادگیری اهداف ۲ .۵
معکوس. پوشا، ،ͷبەی ͷی تابع تابع، همدامنه، برد، دامنه، رابطه، مرتب، زوج کند: تعریف ●

است؟ معکوس پذیر آیا است؟ ͷبەی ͷی تابع آیا است؟ تابع رابطه ͷی آیا دهد: تشخیص ●

معکوس. تابع توابع، ترکیب مختلف، توابع برد و دامنه کند: محاسبه ●

اقتصادی. محدوده در توابع رفتار افقͬ، و عمودی خط آزمون کند: تحلیل ●

کند. تفسیر را پارامترهایش و کند بیان تابع با را مدیریتͬ مسئله ͷی کند: مدل سازی ●

است. مناسب تر مدیریتͬ پدیده کدام برای تابع نوع کدام کند: ارزیابی ●

طنز مقدمه ۳ .۵
دو کارمند ͷی به اگر بدهد. حقوق ͷی دقیقاً کارمند هر به ͬ خواهد م انسانͬ منابع مدیر شرکت، ͷی در کن تصور
تعریف دقیقاً این ͬ کنند. م شورش کارمندها بدهد، حقوق ͷی کارمند دو به اگر ͬ زند. م سͺته حسابدار بدهد، حقوق

خروجͬ. ͷی دقیقاً ورودی، هر به است: «تابع»
باشد)، داشته خروجͬ چند ͬ تواند م ورودی (هر است شل تر و بزرگ تر رابطه هستند: برادر دو مثل تابع و رابطه
کار و سر تابع با همیشه تقریباً مدیریت، در خروجͬ). ͷی دقیقاً ورودی (هر است سخت گیرتر و کوچͷ تر تابع اما
ͬ داند نم مدیر بدهد، مختلف مقدار دو قیمت، هر ازای به تقاضا تابع اگر باشند. قطعͬ باید تصمیم ها چون داری،

فاجعه. یعنͬ این و — کند چەکار
مثلا́ برسد. ورودی به خروجͬ از کند: عمل برعکس ͬ خواهد م مدیر گاهͬ ͬ شود. نم ختم همینجا به داستان اما
— ͬ شود م وارد معکوس» «تابع مفهوم که اینجاست باشد؟» چقدر باید قیمت بفروشم، واحد ۱۰۰۰ بخواهم «اگر
دوطرفه» «تفکر به جلو» به رو «تفکر از را تو فصل، این پس نیست. ممͺن معکوس سازی نباشد، ͷبەی ͷی تابع اگر و

ͬ برد. م

اصلͬ مفاهیم ۴ .۵

دکارتͬ ضرب و مرتب زوج :۱ مفهوم ۱ .۴ .۵

مرتب: زوج های تساوی مشخص. ترتیب با شͬء دو یعنͬ (a, b) مرتب زوج تعریف:

(a, b) = (c, d) ⇐⇒ a = c و b = d

است. حیاتͬ ترتیب — (1, 2) ̸= (2, 1) مهم: نکته
دارد. فرق خیابان) (پلاک، با پلاک) (خیابان، است: «آدرس» مثل مرتب زوج شهود:
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.(2, 5) ̸= (5, 2) اما (2, 5) = (2, 5) ساده: مثال
اگر خرید). مبلغ مشتری، (شناسه است: مرتب زوج ͷی مشتری رکورد هر داده، پایͽاه ͷی در مدیریتͬ: مثال

ͬ شود. م عوض کاملا́ معنͬ شوند، جابەجا رکورد دو
دکارتͬ: ضرب تعریف

A× B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}

.|A× B| = |A| · |B| خاصیت:
B = {x, y, z} ،A = {1, 2} عددی: مثال

A× B = {(1, x), (1, y), (1, z), (2, x), (2, y), (2, z)}

.|A× B| = 2× 3 = 6 و
شامل A×B آنگاه فروش. منطقه ۳ مجموعه = B محصول، ۵ مجموعه = A شرکت، ͷی در مدیریتͬ: مثال
برای پایەای این کند. تعریف جداگانه استراتژی هرکدام برای ͬ تواند م مدیر که است منطقه) (محصول، ترکیب ۱۵

است. محصول⁃بازار» «ماتریس

رابطه :۲ مفهوم ۲ .۴ .۵

است: A× B از زیرمجموعەای ،B مجموعه به A مجموعه از R رابطه تعریف:

R ⊆ A× B

ͬ کند». م کار Y پروژه در X «کارمند مثلا́ مجموعه. دو اعضای بین «ارتباط» یعنͬ رابطه شهود:
.R = {(1, a), (2, a), (3, b)} رابطه .B = {a, b} ،A = {1, 2, 3} ساده: مثال

اگر ͬ کند». م کار پروژه در «کارمند = R رابطه پروژەها. مجموعه = B کارمندان، مجموعه = A مدیریتͬ: مثال
هستند. R در (1, b) و (1, a) زوج دو هر کند، کار b و a پروژەهای در ۱ کارمند

رابطه: انواع

.∀a ∈ A : (a, a) ∈ R دارد: رابطه خودش با عضو هر (Refⅼexive): بازتابی رابطه ●

.(b, a) ∈ R آنگاه (a, b) ∈ R اگر (Syⅿⅿetriⅽ): تقارنͬ رابطه ●

.(a, c) ∈ R آنگاه (b, c) ∈ R و (a, b) ∈ R اگر (Transitive): تعدی رابطه ●

باشد. تعدی و تقارنͬ بازتابی، که رابطەای (Equivaⅼenⅽe): هم ارزی رابطه ●

است. هم ارزی رابطه ͷی ͬ کند» م کار دپارتمان ͷی «در رابطه شرکت، ͷی در هم ارزی: رابطه از مدیریتͬ مثال
ͬ کند. م افراز دپارتمان ها به را کارمندان رابطه، این

همدامنه برد، دامنه، :۳ مفهوم ۳ .۴ .۵

تعریف:

مجاز. ورودی های تمام مجموعه (Ⅾoⅿain): دامنه ●

واقعͬ. ͬ های خروج تمام مجموعه (Range): برد ●

بالقوه. ͬ های خروج تمام مجموعه (Ⅽoⅾoⅿain): همدامنه ●
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فرمول:
Ⅾoⅿ(f) = {x | f(x)شده تعریف }

Range(f) = {y | ∃x : y = f(x)}

مجموعه: سه بین رابطه
Range(f) ⊆ Ⅽoⅾoⅿain(f)

.= R همدامنه ،= [0,+∞) برد ،= R دامنه .R دامنه با f(x) = x2 ساده: مثال
= برد ،= [0,+∞) دامنه است. محصول تعداد q که C(q) = 100 + 5q هزینه تابع مدیریتͬ: مثال

.= R همدامنه ،[100,+∞)

تابع :۴ مفهوم ۴ .۴ .۵

ͬ دهد: م نسبت B عضو ͷی دقیقاً ،A عضو هر به که است رابطەای ،B به A از f تابع تعریف:

f : A → B, ∀x ∈ A, ∃!y ∈ B : y = f(x)

خروجͬ. ͷی دقیقاً ورودی هر بͽیر. خروجͬ بده، ورودی است: ماشین ͷی مثل تابع شهود:
آن نکند، قطع را آن بار ͷی از بیش عمودی خط هیچ و کنͬ رسم را رابطه ͷی نمودار اگر عمودی: خط آزمون

است. تابع رابطه
مقدار دو ،x = 0 برای (چون نیست تابع ͷی x2 + y2 = 1 است. تابع ͷی f(x) = 2x + 1 ساده: مثال

.(y = −1 و y = 1
مقدار ͷی دقیقاً ،P قیمت هر ازای به است: تابع ͷی Q(P ) = 1000 − 20P تقاضا تابع مدیریتͬ: مثال

داریم. Q تقاضا

(Injeⅽtive) ͷبەی ͷی توابع :۵ مفهوم ۵ .۴ .۵

اگر: است ͷبەی ͷی f تابع تعریف:

f(x1) = f(x2) ⇒ x1 = x2

معادل: بەطور یا
x1 ̸= x2 ⇒ f(x1) ≠ f(x2)

ͬ دهند. نم یͺسان خروجͬ مختلفͬ ورودی دو هیچ ،ͷبەی ͷی تابع در شهود:
است. ͷبەی ͷی تابع نکند، قطع بار ͷی از بیش را نمودار افقͬ خط هیچ اگر افقͬ: خط آزمون

.(f(2) = f(−2) = 4 (چون نیست ͷبەی ͷی f(x) = x2 است. ͷبەی ͷی f(x) = 2x+ 1 ساده: مثال
اگر .P = f−1(Q) کرد: بیان تقاضا برحسب را قیمت ͬ توان م باشد، ͷبەی ͷی تقاضا تابع اگر مدیریتͬ: مثال

نیست. ممͺن کار این نباشد، ͷبەی ͷی

(Surjeⅽtive) پوشا توابع :۶ مفهوم ۶ .۴ .۵

اگر: است پوشا f : A → B تابع تعریف:

∀y ∈ B, ∃x ∈ A : f(x) = y

.Range(f) = B باشد: همدامنه برابر برد یعنͬ
ͬ گیرد. م قرار «هدف» همدامنه عضو هر پوشا، تابع در شهود:

(چون نیست پوشا f(x) = x2 با f : R → R اما است. پوشا f(x) = 2x+ 1 با f : R → R ساده: مثال
نیستند). برد در منفͬ اعداد

است. دستیابی قابل هدف سود مقدار هر باشد، پوشا سود تابع اگر مدیریتͬ: مثال
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معکوس و (Bijeⅽtive) دوسویه توابع :۷ مفهوم ۷ .۴ .۵

ͬ شود. م نامیده دوسویه باشد، پوشا هم و ͷبەی ͷی هم که تابعͬ تعریف:
باشد. دوسویه اگر تنها و اگر است معکوس پذیر f تابع قضیه:

معکوس: تابع
f−1 : B → A, f−1(y) = x ⇐⇒ f(x) = y

خاصیت:
f(f−1(x)) = x, f−1(f(x)) = x

معکوس: یافتن روش

بنویس. y = f(x) .۱

کن. حل y برحسب را x .۲

کن. جابەجا را y و x .۳

معکوس: .f(x) = 2x+ 3 ساده: مثال

y = 2x+ 3 (۲۴)
y − 3 = 2x (۲۵)

x =
y − 3

2
(۲۶)

f−1(x) =
x− 3

2
(۲۷)

قیمت): (تابع معکوس .Q(P ) = 1000− 20P تقاضا تابع مدیریتͬ: مثال

Q = 1000− 20P (۲۸)
20P = 1000−Q (۲۹)

P = 50− Q

20
(۳۰)

باشد. 50−Q/20 باید قیمت بفروشیم، واحد Q بخواهیم اگر یعنͬ

توابع ترکیب :۸ مفهوم ۸ .۴ .۵

تعریف:
(f ◦ g)(x) = f(g(x))

.f سپس کن، اعمال را g ابتدا شهود:
کلͬ. حالت در (f ◦ g) ̸= (g ◦ f) نکته:
g(x) = x2 ،f(x) = 2x+ 1 ساده: مثال

(f ◦ g)(x) = f(x2) = 2x2 + 1 (۳۱)
(g ◦ f)(x) = g(2x+ 1) = (2x+ 1)2 = 4x2 + 4x+ 1 (۳۲)

برحسب تولید هزینه = f(y) و ،x کارگر تعداد برحسب تولیدی محصول تعداد = g(x) کن فرض مدیریتͬ: مثال
کارگر. تعداد برحسب هزینه = (f ◦ g)(x) آنگاه .y محصول تعداد
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چندمتغیره توابع :۹ مفهوم ۹ .۴ .۵

ͬ دهد: م خروجͬ ͷی ورودی، چند به که تابعͬ تعریف:

f : Rn → R

هستند. محصول دو مقدار y و x که P (x, y) = 10x+ 15y − 2xy سود تابع مدیریتͬ: مثال
شده. تعریف آن ها در تابع که نقاطͬ مجموعه دامنه:

تابع انواع :۱۰ مفهوم ۱۰ .۴ .۵

مدیریتͬ مثال فرمول نوع

متغیر + ثابت هزینه f(x) = ax+ b خطͬ
کل سود f(x) = ax2 + bx+ c دوم درجه
سرمایه رشد f(x) = ax نمایی
مطلوبیت f(x) = loga x لͽاریتمͬ
هدف از فاصله f(x) = |x| مطلق قدر
پلەای تعرفه f(x) = ⌊x⌋ پلەای

حل شده مثال های ۵ .۵

حل شده مثال

تابع تشخیص :۱ مثال
است؟ تابع رابطه کدام مسئله: صورت

R1 = {(1, 2), (2, 3), (3, 4)} ●

R2 = {(1, 2), (1, 3), (2, 4)} ●

R3 = {(1, 1), (2, 2), (3, 3)} ●

تابع. ⇒ خروجͬ ͷی دقیقاً ورودی هر :R1 :۱ مرحله
نیست. تابع ⇒ (۳ و ۲) دارد خروجͬ دو ۱ ورودی :R2 :۲ مرحله

تابع. ⇒ خروجͬ ͷی دقیقاً ورودی هر :R3 :۳ مرحله
نیست. تابع R2 هستند؛ تابع R3 و R1 نتیجه:

حل شده مثال

برد و دامنه :۲ مثال
بیاب. را f(x) =

√
x− 2 برد و دامنه مسئله: صورت

.x− 2 ≥ 0 ⇒ x ≥ 2 :≥ 0 باید رادیͺال زیر :۱ مرحله
.= [2,+∞) دامنه :۲ مرحله

.≥ 0 همیشه رادیͺال خروجͬ :۳ مرحله
.= [0,+∞) برد :۴ مرحله

.[0,+∞) برد ،[2,+∞) دامنه نتیجه:
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حل شده مثال

تقاضا تابع :۳ مثال
اقتصادی محدوده در را برد و دامنه .Q(P ) = 500 − 10P محصول ͷی تقاضای تابع مسئله: صورت

بیاب.
.P ≥ 0 ندارد: معنͬ منفͬ قیمت :۱ مرحله

.500− 10P ≥ 0 ⇒ P ≤ 50 ندارد: معنͬ منفͬ تقاضا :۲ مرحله
.= [0, 50] اقتصادی دامنه :۳ مرحله

.= [0, 500] برد :۴ مرحله
.[0, 500] برد ،[0, 50] دامنه نتیجه:

حل شده مثال

سود تابع :۴ مثال
q = 20 در سود و بیاب را سود تابع .C(q) = 100+5q هزینه و R(q) = 20q درآمد تابع مسئله: صورت

کن. حساب را
هزینه. − درآمد = سود :۱ مرحله

.P (q) = 20q − (100 + 5q) = 15q − 100 :۲ مرحله
.P (20) = 15(20)− 100 = 300− 100 = 200 :۳ مرحله

.= 200 واحد ۲۰ در سود P؛ (q) = 15q − 100 نتیجه:

حل شده مثال

توابع ترکیب :۵ مثال
بیاب. را (g ◦ f)(x) و (f ◦ g)(x) .g(x) = x2 و f(x) = 2x+ 1 مسئله: صورت

.(f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f(x2) = 2x2 + 1 :۱ مرحله
.(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(2x+ 1) = (2x+ 1)2 = 4x2 + 4x+ 1 :۲ مرحله

نیست. جابەجایی پذیر توابع ترکیب نتیجه:

حل شده مثال

تولید در کاربرد :۶ مثال
داشته کارگر ۲۵ اگر است. کارگر تعداد L که Q(L) = 10

√
L تولید تابع کارخانه، ͷی در مسئله: صورت

است؟ لازم کارگر چند کنیم، تولید واحد ۱۰۰ بخواهیم اگر است؟ چقدر تولید باشیم،
.Q(25) = 10

√
25 = 10× 5 = 50 :۱ مرحله

.100 = 10
√
L ⇒

√
L = 10 ⇒ L = 100 :۲ مرحله

است. لازم کارگر ۱۰۰ واحد، ۱۰۰ برای واحد؛ ۵۰ کارگر، ۲۵ با نتیجه:
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حل شده مثال

معکوس تابع یافتن :۷ مثال
کن. حساب را f−1(9) و بیاب را معکوس تابع .f(x) = 3x− 6 مسئله: صورت

.y = 3x− 6 :۱ مرحله
.y + 6 = 3x ⇒ x = y+6

3
:۲ مرحله

.f−1(x) = x+6
3

:۳ مرحله
.f−1(9) = 9+6

3
= 15

3
= 5 :۴ مرحله

� .f(5) = 3(5)− 6 = 15− 6 = 9 بررسͬ:
.f−1(9) = 5 f−1(x)؛ = x+6

3
نتیجه:

حل شده مثال

ͷبەی ͷی تشخیص :۸ مثال
است؟ ͷبەی ͷی [0,+∞) دامنه روی f(x) = x2 آیا مسئله: صورت

.x2
1 = x2

2 :f(x1) = f(x2) کن فرض :۱ مرحله
.x1 = x2 است: مثبت جذر ،[0,+∞) روی :۲ مرحله

است. ͷبەی ͷی پس :۳ مرحله
.(f(2) = f(−2) (چون نیست ͷبەی ͷی ،R روی اما نکته:

است. ͷبەی ͷی [0,+∞) روی بله، نتیجه:

حل شده مثال

پلەای هزینه تابع :۹ مثال
،͹گی ۵۰ تا ͬ کند: م محاسبه پلەای بەصورت را ماهانه اشتراک هزینه اینترنتͬ شرکت ͷی مسئله: صورت
۷۰ هزینه و بنویس را هزینه تابع تومان. هزار ۳ اضافه ͹گی هر ازای به ،͹گی ۵۰ از بیش تومان؛ هزار ۱۰۰

کن. حساب را ͹گی
تابع: تعریف :۱ مرحله

C(x) =

{
100 0 ≤ x ≤ 50

100 + 3(x− 50) x > 50

.C(70) = 100 + 3(70− 50) = 100 + 60 = 160 :۲ مرحله
است. تومان هزار ۱۶۰ ،͹گی ۷۰ هزینه نتیجه:

حل شده مثال

چندمتغیره تابع با مدل سازی :۱۰ مثال
هزینه تابع و R(x, y) = 20x + 30y درآمد تابع ͬ کند. م تولید محصول دو شرکت ͷی مسئله: صورت
کن. حساب را y = 15 ،x = 10 در سود و بیاب را سود تابع .C(x, y) = 100 + 5x+ 8y + 0.1xy

.P (x, y) = R(x, y)− C(x, y) :۱ مرحله
.P (x, y) = 20x+ 30y − 100− 5x− 8y − 0.1xy :۲ مرحله

.P (x, y) = 15x+ 22y − 0.1xy − 100 :۳ مرحله
.P (10, 15) = 15(10)+22(15)−0.1(10)(15)−100 = 150+330−15−100 = 365 :۴ مرحله

است. ۳۶۵ برابر y = 15 و x = 10 در سود نتیجه:
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رایج اشتباهات ۶ .۵

رایج اشتباه

برد. و دامنه بین اشتباه :۱ اشتباه
خروجͬ. = برد ورودی، = دامنه پیشͽیری: راه

رابطه. هر بودن تابع فرض :۲ اشتباه
نکن. فراموش را عمودی خط آزمون پیشͽیری: راه

دامنه. در اقتصادی محدودیت های کردن فراموش :۳ اشتباه
ندارند. معنͬ منفͬ مقدار و قیمت پیشͽیری: راه

.(f ◦ g) = (g ◦ f) فرض :۴ اشتباه
نیست. جابەجایی پذیر توابع ترکیب پیشͽیری: راه

تابع. هر معکوس پذیری فرض :۵ اشتباه
کن. بررسͬ را بودن ͷبەی ͷی ابتدا پیشͽیری: راه

کسری. یا رادیͺالͬ توابع دامنه محاسبه در اشتباه :۶ اشتباه
.̸= 0 مخرج و ≥ 0 رادیͺال زیر پیشͽیری: راه

مدیریت در کاربرد ۷ .۵
مسافت d که ͬ کند م استفاده C(d) = 5000 + 3000d تابع از سفر هزینه محاسبه برای اسنپ :۱ واقعͬ مثال

است. خطͬ تابع ͷی این است. (کیلومتر)
بیش ثابت؛ مبلغ ،͹گی ۱۰ تا ͬ کند: م استفاده پلەای تابع از مشتریان قبض محاسبه برای ایرانسل :۲ واقعͬ مثال

اضافه. ͹گی هر ازای به آن، از
با .Q(P ) = 10000 − 50P ͬ کند: م استفاده تقاضا تابع از فروش پیش بینͬ برای ͬ کالا دیج :۳ واقعͬ مثال

کند. پیدا را بهینه قیمت ͬ تواند م مدیر تابع، این
.A(t) = P (1 + r)t ͬ کند: م استفاده نمایی تابع از سپرده سود محاسبه برای ملت بانک :۴ واقعͬ مثال

فصل خلاصه ۸ .۵

تعریف مفهوم

مشخص ترتیب با (a, b) مرتب زوج
A× B زیرمجموعه رابطه
خروجͬ ͷی دقیقاً ورودی هر تابع
مجاز ورودی های مجموعه دامنه
واقعͬ ͬ های خروج مجموعه برد
f(x1) = f(x2) ⇒ x1 = x2 ͷبەی ͷی
Range = Ⅽoⅾoⅿain پوشا
پوشا و ͷبەی ͷی دوسویه
f−1(y) = x ⇐⇒ f(x) = y معکوس
(f ◦ g)(x) = f(g(x)) ترکیب
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خودآزمایی ۹ .۵
سوال) ۱۲) چهارگزینەای ۱ .۹ .۵

است؟ تابع رابطه کدام .۱

{(1, 2), (1, 3)} آ)

{(1, 2), (2, 2), (3, 2)} ب)

{(1, 2), (2, 3), (2, 4)} ج)

{(1, 1), (1, 2), (1, 3)} د)

است؟ کدام f(x) =
1

x− 3
دامنه .۲

R آ)

R− {3} ب)

[3,+∞) ج)

(−∞, 3] د)

است؟ چند f(4) آنگاه ،f(x) = 3x− 2 اگر .۳

۱۰ آ)

۱۲ ب)

۱۴ ج)

۱۶ د)

است؟ کدام f(x) = x2 + 1 برد .۴

R آ)

[0,+∞) ب)

[1,+∞) ج)

(−∞, 1] د)

است؟ چند (f ◦ g)(3) آنگاه ،g(x) = 2x و f(x) = x+ 1 اگر .۵

۶ آ)

۷ ب)

۸ ج)

۹ د)

است؟ ͷبەی ͷی تابع کدام .۶

f(x) = x2 آ)
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f(x) = |x| ب)

f(x) = 2x+ 1 ج)

f(x) = x4 د)
است؟ کدام f(x) = 5x− 10 معکوس .۷

x+10
5

آ)
x−10
5

ب)

5x+ 10 ج)
5

x−10
د)

است؟ چند |A× B| آنگاه ،|B| = 4 و |A| = 3 اگر .۸
۷ آ)

۱۲ ب)

۳۴ ج)

۴۳ د)
است؟ پوشا f(x) = x2 با f : R → R تابع .۹

بله آ)

خیر ب)

مثبت اعداد برای فقط ج)

منفͬ اعداد برای فقط د)
است؟ هم ارزی رابطه کدام .۱۰

< آ)

≤ ب)

= ج)

̸= د)
است؟ کدام دامنه ،f(x) =

√
x اگر .۱۱

R آ)

[0,+∞) ب)

(−∞, 0] ج)

(0,+∞) د)
است؟ چند (g ◦ f)(2) ،g(x) = x+ 3 و f(x) = 2x اگر .۱۲

۵ آ)

۷ ب)

۹ ج)

۱۱ د)
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سوال) ۵) تشریحͬ ۲ .۹ .۵

بیاب. را f(x) =
√
4− x2 برد و دامنه .۱۳

است؟ چقدر q = 10 در سود .P (q) = −2q2 + 40q − 100 سود تابع .۱۴
کن. حساب را (g ◦ f)(2) ،g(x) = x2 + 1 و f(x) = 2x اگر .۱۵

بیاب. را f(x) = 2x+1
3

معکوس .۱۶
است. ͷبەی ͷی f(x) = 3x+ 2 کن ثابت .۱۷

تشریحͬ پاسخنامه ۱۰ .۵
ͬ نگارد. م خروجͬ ͷی به را ورودی هر ب گزینه فقط ب) .۱

.x ̸= 3 شود: صفر نباید مخرج ب) .۲
.f(4) = 3(4)− 2 = 10 الف) .۳

.x2 ≥ 0 ⇒ x2 + 1 ≥ 1 ج) .۴
.f(6) = 7 ،g(3) = 6 ب) .۵

است. ͷبەی ͷی خطͬ تابع فقط ج) .۶
.y = 5x− 10 ⇒ x = y+10

5
الف) .۷

.3× 4 = 12 ب) .۸
نیستند. برد در منفͬ اعداد چون خیر، ب) .۹

است. تعدی و تقارنͬ بازتابی، = رابطه ج) .۱۰
.≥ 0 رادیͺال زیر ب) .۱۱

.g(4) = 7 ،f(2) = 4 ب) .۱۲
.[0, 2] برد: .4− x2 ≥ 0 ⇒ −2 ≤ x ≤ 2 دامنه: .۱۳

.P (10) = −2(100) + 40(10)− 100 = −200 + 400− 100 = 100 .۱۴
.g(4) = 16 + 1 = 17 ،f(2) = 4 .۱۵

.f−1(x) = 3x−1
2

پس .y = 2x+1
3

⇒ 3y = 2x+ 1 ⇒ x = 3y−1
2

.۱۶
است. ͷبەی ͷی پس .3x1 + 2 = 3x2 + 2 ⇒ 3x1 = 3x2 ⇒ x1 = x2 :f(x1) = f(x2) فرض .۱۷

پیشنهادی منابع ۱۱ .۵

.۲ فصل مدیریت. برای پایه ریاضیات .(۱۳۹۸) م. پورکاظمͬ، ●

.۲ فصل مدیریت. در آن کاربرد و ریاضیات .(۱۳۹۹) م. رنجبران، ●

Sⅽi− Soⅽiaⅼ anⅾ Ⅼife، Ⅿanageriaⅼ، the for Ⅿatheⅿatiⅽs Appⅼieⅾ .(۲۰۱۹) T. S. Tan، ●
.۲ Ⅽh. Ⅽengage. .enⅽes

.۲ Ⅽh. ⅯⅽGraw−Hiⅼⅼ. .Business for Ⅿatheⅿatiⅽs .(۲۰۱۷) A. S. Saⅼzⅿan، ●

بازرسͬ ایست

توسعەیافته نسخه – ۲ فصل پایان
منبع ۴ | سوال ۱۷ | حل شده مثال ۱۰ | A۴ صفحه ۱۶∼ آمار:
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دوم درجه و خطͬ توابع :۳ فصل ۶

چͺیده ۱ .۶
تقاضا و درآمد هزینه، برای سادەای مدل خطͬ، تابع هستند. مدیریت در توابع پرکاربردترین دوم، درجه و خطͬ توابع
این در ͬ رود. م کار به ماکسیمم̸مینیمم مسائل و بهینەسازی سود، مدل سازی برای دوم، درجه تابع ͬ کند. م فراهم
را مدیریتͬ گسترده کاربردهای و ریشەها، رأس، سهمͬ، خط، معادله مختلف اشͺال مبدأ، از عرض شیب، فصل،

کنͬ. حل را هزینه حداقل و سود، حداکثر سربەسر، نقطه مسائل بتوانͬ هدف: ͬ آموزی. م

یادگیری اهداف ۲ .۶
رأس. سهمͬ، دوم، درجه تابع مبدأ، از عرض شیب، خطͬ، تابع کند: تعریف ●

دوم. درجه معادله ریشەهای سهمͬ، رأس خط، معادله نقطه، دو از شیب کند: محاسبه ●

اقتصادی. محدوده در دوم درجه و خطͬ تابع رفتار کند: تحلیل ●

هزینه. حداقل سود، حداکثر سربەسر، نقطه مسائل کند: حل ●

کند. بیان دوم درجه یا خطͬ تابع با را مدیریتͬ مسئله ͷی کند: مدل سازی ●

طنز مقدمه ۳ .۶
تولید واحد ۲۰۰ اگر ͬ کنم؟ م سود چقدر کنم، تولید واحد ۱۰۰ «اگر بداند ͬ خواهد م کارخانه مدیر ͷی کن تصور
دهد انجام جداگانه آزمایش ͷی تولید، مقدار هر برای است مجبور بنویسد، را سود تابع نباشد بلد اگر چقدر؟» کنم،

زمان بر. هم است پرهزینه هم که کاری —
ساده، است: آشپزخانه» «چاقوی مثل خطͬ تابع هستند. قدرتمند اما ساده ابزار دو دوم، درجه و خطͬ توابع
ظریف کارهای برای اما ͬ تر، تخصص است: سرآشپز» «چاقوی مثل دوم درجه تابع ͬ آید. م کار به همیشه و همەکاره،

بی رقیب. بهینەسازی) (مثل
تابع اما ͬ شود». م زیاد تولید افزایش با همیشه «سود ͬ کنند م فکر مدیران از بسیاری اینجاست: طنزآمیز نکته
«رأس همان نقطه، این ͬ شود. م کم بعد ͬ شود، م زیاد خاص نقطه ͷی تا سود ͬ گوید م ما به (سهمͬ) دوم درجه سود
«تفکر از را تو فصل، این پس کند. ضرر حد، از بیش تولید با است ممͺن نداند، را آن مدیر اگر و — است سهمͬ»

ͬ برد. م غیرخطͬ» «تفکر به خطͬ»

اصلͬ مفاهیم ۴ .۶

خطͬ تابع :۱ مفهوم ۱ .۴ .۶

ͬ شود: م تعریف زیر بەصورت خطͬ تابع تعریف:

f(x) = ax+ b

است. مبدأ از عرض b و شیب a که
ͬ دهد. م نشان را خط «تندی» میزان شیب، است. راست خط ͷی خطͬ، تابع شهود:

شیب: فرمول

a =
∆y

∆x
=

y2 − y1
x2 − x1

«به یعنͬ ۵ شیب ،C(q) = 5q + 100 هزینه تابع اگر مثلا́ است. تغییر» «نرخ شیب، مدیریت: در شیب تفسیر
ͬ یابد». م افزایش واحد ۵ هزینه تولید، اضافه واحد هر ازای

خط: معادله مختلف اشͺال
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y = ax+ b شیب⁃عرض: فرم .۱

y − y1 = a(x− x1) نقطه⁃شیب: فرم .۲

y−y1
y2−y1

= x−x1

x2−x1
نقطەای: دو فرم .۳

Ax+By = C استاندارد: فرم .۴

.= 3 مبدأ از عرض ،= 2 شیب .f(x) = 2x+ 3 ساده: مثال
.= 5 واحد هر متغیر هزینه ،= 100 ثابت هزینه .C(q) = 5q + 100 هزینه تابع مدیریتͬ: مثال

خط معادله یافتن :۲ مفهوم ۲ .۴ .۶

نقطه ͷی و شیب با :۱ روش
y − y1 = a(x− x1)

نقطه دو با :۲ روش
a =

y2 − y1
x2 − x1

, y − y1 = a(x− x1)

ͬ گذرد: م (3, 8) و (1, 2) از که خطͬ عددی: مثال

a =
8− 2

3− 1
=

6

2
= 3

y − 2 = 3(x− 1) ⇒ y = 3x− 1

تومان هزار ۳۰۰ واحد، ۲۰ تولید هزینه و تومان هزار ۲۰۰ واحد، ۱۰ تولید هزینه کن فرض مدیریتͬ: مثال
بیاب. را خطͬ هزینه تابع است.

a =
300− 200

20− 10
=

100

10
= 10

C − 200 = 10(q − 10) ⇒ C = 10q + 100

.= 10 واحد هر متغیر هزینه ،= 100 ثابت هزینه

دوم درجه تابع :۳ مفهوم ۳ .۴ .۶

ͬ شود: م تعریف زیر بەصورت دوم درجه تابع تعریف:

f(x) = ax2 + bx+ c, a ̸= 0

ͬ شود م باز بالا به رو سهمͬ ،a > 0 اگر است. (Paraboⅼa) «سهمͬ» ͷی دوم، درجه تابع نمودار شهود:
دارد). (ماکسیمم ͬ شود م باز پایین به رو ،a < 0 اگر دارد). (مینیمم

سهمͬ: رأس

xv = − b

2a
, yv = f(xv) = c− b2

4a

.x = − b
2a

عمودی خط تقارن: محور
تابع): (صفرهای ریشەها

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a

∆ = b2 − 4ac (Ⅾisⅽriⅿinant): مبیˁن

۴۹



متمایز. حقیقͬ ریشه دو :∆ > 0 ●

مضاعف. ریشه ͷی :∆ = 0 ●

حقیقͬ. ریشه بدون :∆ < 0 ●

.f(x) = x2 − 4x+ 3 ساده: مثال

بالا. به رو :a = 1 > 0 ●

.xv = − −4
2(1)

= 2 ●

.yv = f(2) = 4− 8 + 3 = −1 ●

.x = 3 و x = 1 ریشەها: ●

.P (q) = −2q2 + 40q − 100 سود تابع مدیریتͬ: مثال

دارد. ماکسیمم پایین، به رو :a = −2 < 0 ●

.qv = − 40
2(−2)

= 10 ●

.P (10) = −200 + 400− 100 = 100 ●

.q = 10 در = 100 سود حداکثر ●

Point) (Break−Even سربەسر نقطه :۴ مفهوم ۴ .۴ .۶

است: هزینه برابر درآمد که نقطەای تعریف:

R(q) = C(q)

.C(q) = 10q + 200 ،R(q) = 20q مدیریتͬ: مثال

20q = 10q + 200 ⇒ 10q = 200 ⇒ q = 20

واحد. ۲۰ سربەسر: نقطه

دوم درجه تابع با بهینەسازی :۵ مفهوم ۵ .۴ .۶

:f(x) = ax2 + bx+ c تابع قضیه:

.x = − b
2a

در مینیمم :a > 0 اگر ●

.x = − b
2a

در ماکسیمم :a < 0 اگر ●

کند: ماکسیمم را سود ͬ خواهد م شرکت ͷی مدیریتͬ: مثال

P (q) = −3q2 + 60q − 150

q∗ = − 60

2(−3)
= 10

P (10) = −300 + 600− 150 = 150

واحد. ۱۰ تولید در ۱۵۰ سود: حداکثر
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حل شده مثال های ۵ .۶

حل شده مثال

خط معادله یافتن :۱ مثال
بیاب. را ͬ گذرد م (4, 11) و (2, 5) از که خطͬ مسئله: صورت

.a = 11−5
4−2

= 6
2
= 3 :۱ مرحله

.y − 5 = 3(x− 2) :۲ مرحله
.y = 3x− 1 :۳ مرحله

.y = 3x− 1 نتیجه:

حل شده مثال

خطͬ هزینه تابع :۲ مثال
است. تومان هزار ۱۲۰۰ واحد، ۱۰۰ تولید هزینه و تومان هزار ۷۰۰ واحد، ۵۰ تولید هزینه مسئله: صورت

کن. تعیین را ثابت هزینه و بیاب را خطͬ هزینه تابع
.a = 1200−700

100−50
= 500

50
= 10 :۱ مرحله

.C − 700 = 10(q − 50) :۲ مرحله
.C = 10q + 200 :۳ مرحله

تومان. هزار = 200 ثابت هزینه نتیجه:

حل شده مثال

سهمͬ رأس :۳ مثال
بیاب. را رأس .f(x) = 2x2 − 8x+ 5 مسئله: صورت

.xv = − −8
2(2)

= 2 :۱ مرحله
.yv = f(2) = 2(4)− 8(2) + 5 = 8− 16 + 5 = −3 :۲ مرحله

مینیمم. =؛ (2,−3) رأس نتیجه:

حل شده مثال

سربەسر نقطه :۴ مثال
بیاب. را سربەسر نقطه .C(q) = 15q + 300 ،R(q) = 30q مسئله: صورت

.30q = 15q + 300 :۱ مرحله
.15q = 300 ⇒ q = 20 :۲ مرحله

.R(20) = 600 :۳ مرحله
تومان. هزار ۶۰۰ و واحد ۲۰ در سربەسر نقطه نتیجه:

حل شده مثال

سود حداکثر :۵ مثال
بیاب. را سود حداکثر .P (q) = −q2 + 20q − 50 مسئله: صورت

.q∗ = − 20
2(−1)

= 10 :۱ مرحله
.P (10) = −100 + 200− 50 = 50 :۲ مرحله

.q = 10 در = 50 سود حداکثر نتیجه:
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حل شده مثال

هزینه حداقل :۶ مثال
بیاب. را هزینه حداقل .C(q) = q2 − 10q + 50 مسئله: صورت

.q∗ = −−10
2(1)

= 5 :۱ مرحله
.C(5) = 25− 50 + 50 = 25 :۲ مرحله

.q = 5 در = 25 هزینه حداقل نتیجه:

حل شده مثال

دوم درجه معادله ریشەهای :۷ مثال
بیاب. را ریشەها .x2 − 5x+ 6 = 0 مسئله: صورت

.∆ = 25− 24 = 1 :۱ مرحله
.x = 5±1

2
:۲ مرحله

.x2 = 2 ،x1 = 3 :۳ مرحله
.۳ و ۲ ریشەها نتیجه:

حل شده مثال

تقاضا در کاربرد :۸ مثال
کن. حساب را درآمد حداکثر و بیاب را درآمد تابع .Q(P ) = 100− 2P تقاضا تابع مسئله: صورت

.R(P ) = P ·Q = P (100− 2P ) = 100P − 2P 2 :۱ مرحله
.P ∗ = − 100

2(−2)
= 25 :۲ مرحله

.R(25) = 2500− 1250 = 1250 :۳ مرحله
.۲۵ قیمت در = 1250 درآمد حداکثر نتیجه:

رایج اشتباهات ۶ .۶

رایج اشتباه

شیب. علامت در اشتباه :۱ اشتباه
نزولͬ. = منفͬ صعودی، = مثبت شیب پیشͽیری: راه

دوم. درجه تابع در a ̸= 0 شرط کردن فراموش :۲ اشتباه
است. خطͬ تابع ،a = 0 اگر پیشͽیری: راه

رأس. محاسبه در اشتباه :۳ اشتباه
کن. حفظ را xv = − b

2a
فرمول پیشͽیری: راه

سهمͬ. جهت بررسͬ کردن فراموش :۴ اشتباه
ماکسیمم. a < 0 مینیمم، a > 0 پیشͽیری: راه

مبیˁن. علامت در اشتباه :۵ اشتباه
.∆ = b2 − 4ac پیشͽیری: راه

مدیریت در کاربرد ۷ .۶
C(q) = 500q+10000000 خطͬ تابع از خودرو هر تولید هزینه محاسبه برای ایران خودرو شرکت :۱ واقعͬ مثال

ͬ کند. م استفاده
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P (q) = −2q2 + 100q − 500 دوم درجه تابع از سود بهینەسازی برای ͬ کالا دیج فروشͽاه :۲ واقعͬ مثال
ͬ کند. م استفاده

ͬ کند. م استفاده دوم درجه تابع از پول تقاضای تحلیل برای مرکزی بانک :۳ واقعͬ مثال

فصل خلاصه ۸ .۶

کاربرد فرمول مفهوم

درآمد هزینه، f(x) = ax+ b خطͬ تابع
تغییر نرخ a = ∆y

∆x
شیب

بهینەسازی سود، f(x) = ax2 + bx+ c دوم درجه تابع
ماکسیمم̸مینیمم xv = − b

2a
رأس

سربەسر نقطه x = −b±
√
∆

2a
ریشه

ریشەها تعداد ∆ = b2 − 4ac مبیˁن

خودآزمایی ۹ .۶
سوال) ۸) چهارگزینەای ۱ .۹ .۶

ͬ گذرد: م (3, 7) و (1, 3) از که خطͬ شیب .۱

۱ آ)

۲ ب)

۳ ج)

۴ د)

:f(x) = x2 − 6x+ 5 رأس .۲

(3,−4) آ)

(3, 4) ب)

(−3,−4) ج)

(6, 5) د)

سهمͬ: ،a > 0 اگر .۳

دارد ماکسیمم آ)

دارد مینیمم ب)

مینیمم نه ماکسیمم نه ج)

دارد بستگͬ د)

:x2 − 7x+ 12 = 0 ریشەهای .۴

۴ و ۳ آ)
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۶ و ۲ ب)

۱۲ و ۱ ج)

۲ و ۵ د)

:C = 10q + 100 ،R = 20q سربەسر نقطه .۵

۵ آ)

۱۰ ب)

۱۵ ج)

۲۰ د)

:f(x) = −x2 + 4x+ 1 حداکثر .۶

۳ آ)

۴ ب)

۵ ج)

۶ د)

معادله: ،∆ < 0 اگر .۷

دارد ریشه دو آ)

دارد ریشه ͷی ب)

است حقیقͬ ریشه بدون ج)

دارد ریشه بی شمار د)

:x = 4 در f(x) = 3x− 5 تابع .۸

۵ آ)

۷ ب)

۹ ج)

۱۱ د)

سوال) ۴) تشریحͬ ۲ .۹ .۶

باشد. ۳۰۰ واحد ۲۰ هزینه و ۲۰۰ واحد ۱۰ هزینه که بیاب را خطͬ هزینه تابع .۹
بیاب. را f(x) = x2 − 4x+ 3 ریشەهای و رأس .۱۰

بیاب. را سود حداکثر .P (q) = −2q2 + 40q − 100 .۱۱
بیاب. را C(q) = 30q + 400 ،R(q) = 50q سربەسر نقطه .۱۲
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تشریحͬ پاسخنامه ۱۰ .۶
.a = 7−3

3−1
= 2 ب) .۱

.yv = 9− 18 + 5 = −4 ،xv = 3 الف) .۲
مینیمم. بالا، به رو یعنͬ a > 0 ب) .۳

.x2 − 7x+ 12 = (x− 3)(x− 4) الف) .۴
.20q = 10q + 100 ⇒ q = 10 ب) .۵

.f(2) = −4 + 8 + 1 = 5 ،x∗ = 2 ج) .۶
حقیقͬ. ریشه بدون ج) .۷

.f(4) = 12− 5 = 7 ب) .۸
.C = 10q + 100 ،a = 10 .۹

.۳ و ۱ ریشەها: (1−,2)؛ رأس: .۱۰
.P (10) = 100 ،q∗ = 10 .۱۱

.50q = 30q + 400 ⇒ q = 20 .۱۲

پیشنهادی منابع ۱۱ .۶

.۳ فصل مدیریت. برای پایه ریاضیات .(۱۳۹۸) م. پورکاظمͬ، ●

.۳ فصل مدیریت. در آن کاربرد و ریاضیات .(۱۳۹۹) م. رنجبران، ●

Sⅽi− Soⅽiaⅼ anⅾ Ⅼife، Ⅿanageriaⅼ، the for Ⅿatheⅿatiⅽs Appⅼieⅾ .(۲۰۱۹) T. S. Tan، ●
.۳ Ⅽh. .enⅽes

Rout− .Finanⅽe anⅾ Business Eⅽonoⅿiⅽs، forⅯatheⅿatiⅽs Basiⅽ .(۲۰۱۸) E. Uⅿⅿer، ●
.۳ Ⅽh. ⅼeⅾge.

بازرسͬ ایست

۳ فصل پایان
منبع ۴ | سوال ۱۲ | حل شده مثال ۸ | A۴ صفحه ۱۲∼ آمار:

کنم؟ بازبینͬ یا لͽاریتمͬ) و نمایی (توابع ۴ فصل به دهم ادامه سوال:

xⅽoⅼor enuⅿiteⅿ booktabs geoⅿetry aⅿsⅿath،aⅿssyⅿb،aⅿsthⅿ [۱۲pt،a۴paper]artiⅽⅼe
xepersian hyperref tⅽoⅼorbox

ⅿargin=۲.۵ ⅽⅿ
(۱) مدیریت در آن کاربرد و ریاضیات

۱۴۰۵ مهر ۱۳ آموزشͬ معمار نفره ۵ تیم توسعەیافته) (نسخه لͽاریتمͬ و نمایی توابع :۴ فصل

مطالب فهرست
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دوبرابر) حجم – توسعەیافته (نسخه لͽاریتمͬ و نمایی توابع :۴ فصل ۷

چͺیده ۱ .۷
ͬ کند م مدل را زوال و رشد نمایی، تابع هستند. اقتصادی و مالͬ مدل سازی فقرات ستون لͽاریتمͬ، و نمایی توابع
معادلات حل برای و است نمایی تابع معکوس لͽاریتمͬ، تابع دارایی. استهلاک و جمعیت رشد تا مرکب بهره از —
خواص، دقیق، تعریف فصل، این در ͬ رود. م کار به مطلوبیت مدل سازی و هدف، به رسیدن زمان محاسبه نمایی،
نهایی: هدف ͬ آموزی. م را تابع دو این مدیریتͬ گسترده کاربردهای و نامعادلات، معادلات، تبدیلات، نمودار، قوانین،
کنͬ. تفسیر مدیریت بستر در را پارامترهایش و کنͬ مدل لͽاریتمͬ یا نمایی تابع با را مالͬ⁃اقتصادی پدیده هر بتوانͬ

یادگیری اهداف ۲ .۷
نپر. عدد متعارف، لͽاریتم طبیعͬ، لͽاریتم لͽاریتمͬ، تابع رشد، نرخ پایه، نمایی، تابع کند: تعریف ●

نامعادلات. لͽاریتمͬ، معادلات نمایی، معادلات لͽاریتمͬ، و نمایی توابع مقادیر کند: محاسبه ●

نموداری. تبدیلات برد، و دامنه مجانب، لͽاریتمͬ، و نمایی توابع رفتار کند: تحلیل ●

معادلات. حل و عبارات سادەسازی برای لͽاریتم قوانین برد: بەکار ●

سرمایه. شدن دوبرابر زمان فعلͬ، ارزش استهلاک، جمعیت، رشد مرکب، بهره کند: مدل سازی ●

است. مناسب تر مالͬ پدیده ͷی برای خطͬ) یا (نمایی مدل کدام کند: ارزیابی ●

طنز مقدمه ۳ .۷
کنم، سرمایەگذاری سالانه ۲۰٪ نرخ با تومان میلیون ۱۰۰ «اگر بداند ͬ خواهد م سرمایەگذاری مدیر ͷی کن تصور
کند: حساب سادەلوحانه است ممͺن کند، استفاده نمایی تابع از نباشد بلد اگر ͬ شود؟» م چقدر سال ۱۰ از بعد
میلیون ۶۱۹ حدود به را عدد مرکب، بهره که است این واقعیت اما میلیون. 100 × (1 + 0.2 × 10) = 300

غافل اند. آن از مدیران از بسیاری که است نمایی» «معجزه همان میلیونͬ، ۳۱۹ تفاوت این ͬ رساند! م
در اما ͬ شود؛ نم متوجه کسͬ و است کم اثرشان اول، سال های در هستند: مرکب» سود «بمب مثل نمایی توابع
طول سال «چند بدانͬ ͬ خواهͬ م وقتͬ است: «ترمز» مثل برعکس، لͽاریتمͬ، تابع ͬ شوند. م انفجاری بعد، سال های

ͬ آید. م ͷکم به لͽاریتم برسم؟»، هدف به تا است لازم رشد درصد «چند یا شود؟» برابر دو سرمایەام تا ͬ کشد م
۱۰۰ به واحد ۲۰ سال هر یعنͬ سالانه» ۲۰٪ «سود ͬ کنند م فکر افراد از بسیاری اینجاست: ماجرا طنزآمیز نکته
نداند، را این مدیر اگر نمایی. رشد یعنͬ این و ͬ نشیند م سود روی سود واقعͬ، دنیای در اما ͬ شود. م اضافه واحد
از ͬ خواهد م فصل این که است چیزی همان دقیقاً این و — کند اشتباه فاجعەبار مالͬ، ͬ های پیش بین در است ممͺن

کند. جلوگیری آن

اصلͬ مفاهیم ۴ .۷

شهود و تعریف – نمایی تابع :۱ مفهوم ۱ .۴ .۷

ͬ شود: م تعریف زیر بەصورت نمایی تابع تعریف:

f(x) = ax, a > 0, a ̸= 1

ͬ نامیم. م (Exponent) «نما» را x و (Base) «پایه» را a که
خطͬ)، تابع (مثل شود اضافه ثابت مقدار ͷی بار هر اینکه جای به مضاعف». «رشد یعنͬ نمایی تابع شهود:

ͬ شود. م ضرب ثابت عدد ͷی در قبلͬ مقدار بار هر
نمایی: و خطͬ بنیادین تفاوت
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ͬ شود. م اضافه واحد ۲ بار هر ⇒ f(x) = 2x خطͬ: ●

ͬ شود. م برابر دو مقدار بار هر ⇒ f(x) = 2x نمایی: ●
عددی: مقایسه جدول

۱۰ ۵ ۴ ۳ ۲ ۱ ۰ x

۲۰ ۱۰ ۸ ۶ ۴ ۲ ۰ 2x
۱۰۲۴ ۳۲ ۱۶ ۸ ۴ ۲ ۱ 2x

نمایی» «انفجار همان این !۱۰۲۴ نمایی تابع اما است ۲۰ فقط خطͬ تابع ،x = 10 در ͬ بینͬ، م که همان طور
است.

نمایی: تابع انواع
صعودی. تابع ⇒ a > 1 Growth): (Exponentiaⅼ نمایی رشد .۱

نزولͬ. تابع ⇒ 0 < a < 1 Ⅾeⅽay): (Exponentiaⅼ نمایی زوال .۲
.f(10) = 1024 ،f(3) = 8 ،f(2) = 4 ،f(1) = 2 ،f(0) = 1 .f(x) = 2x رشد: ساده مثال

.f(10) ≈ 0.00098 ،f(2) = 0.25 ،f(1) = 0.5 ،f(0) = 1 .f(x) = (0.5)x زوال: ساده مثال
نفر ۱۰۰،۰۰۰ فعلͬ جمعیت اگر ͬ کند. م رشد سالانه ۳٪ نرخ با شهر ͷی جمعیت کن فرض مدیریتͬ: مثال

سال: t از بعد جمعیت باشد،
P (t) = 100,000× (1.03)t

P (30) = 100,000 × سال: ۳۰ از بعد نفر. P (10) = 100,000 × (1.03)10 ≈ 134,392 سال: ۱۰ از بعد
نفر. (1.03)30 ≈ 242,726

طبیعͬ نمایی تابع و نپر عدد :۲ مفهوم ۲ .۴ .۷

است: ریاضͬ ثابت ͷی nuⅿber) (Euⅼer’s نپر عدد تعریف:
e ≈ 2.718281828459045 . . .

ͬ آید: م دست به زیر حد از e عدد شهود:

e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

استفاده e از شود، مرکب ماهانه) نه سالانه، (نه پیوسته بەصورت بهره اگر است. پیوسته رشد طبیعͬ پایه عدد، این
ͬ کنیم. م

طبیعͬ: نمایی تابع
f(x) = ex

مهم: خواص

e0 = 1 ●

e1 = e ≈ 2.718 ●

x همه برای ex > 0 ●

افقͬ) (مجانب limx→−∞ ex = 0 ●

limx→+∞ ex = +∞ ●
.e0.5 ≈ 1.649 ،e−1 ≈ 0.368 ،e2 ≈ 7.389 عددی: مثال

سال: ۱۰ از بعد شود، مرکب پیوسته بەصورت ۲۰٪ نرخ با تومان میلیون ۱۰۰ اگر مدیریتͬ: مثال

A = 100× e0.2×10 = 100× e2 ≈ تومان738.9 میلیون
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شهود و تعریف – لͽاریتمͬ تابع :۳ مفهوم ۳ .۴ .۷

است: نمایی تابع معکوس لͽاریتمͬ، تابع تعریف:

y = loga x ⇐⇒ ay = x

.x > 0 و ،a ̸= 1 ،a > 0 که
برسم؟» x به تا کنم ضرب خودش در را a پایه باید بار «چند ͬ دهد: م پاسخ سوال این به لͽاریتم شهود:

.23 = 8 چون log2 8 = 3 ساده: مثال
لͽاریتم: انواع

ͬ شود. م نوشته log x بەصورت که log10 x Ⅼogarithⅿ): (Ⅽoⅿⅿon متعارف لͽاریتم .۱

ͬ شود. م نوشته ln x بەصورت که loge x Ⅼogarithⅿ): (Naturaⅼ طبیعͬ لͽاریتم .۲

دارد. کاربرد کامپیوتر علوم در که log2 x Ⅼogarithⅿ): (Binary دودویی لͽاریتم .۳

برد: و دامنه

نشده. تعریف صفر یا منفͬ عدد لͽاریتم چون — (0,+∞) دامنه: ●

باشد. خروجͬ ͬ تواند م حقیقͬ عدد هر چون — R برد: ●

چون: است، عمودی مجانب (y (محور x = 0 خط عمودی: مجانب

lim
x→0+

loga x = −∞

.e1 = e چون ln e = 1 .103 = 1000 چون log10 1000 = 3 ساده: مثال
شود؟ برابر دو تا ͬ کشد م طول سال چند کند، رشد سالانه ۲۰٪ نرخ با سرمایەای اگر مدیریتͬ: مثال

2 = (1.2)t ⇒ t = log1.2 2 =
ln 2

ln 1.2
≈ 0.693

0.182
≈ سال3.8

لͽاریتم قوانین :۴ مفهوم ۴ .۴ .۷

اصلͬ: قوانین

فرمول قانون نام

loga(xy) = loga x+ loga y ضرب لͽاریتم
loga

(
x
y

)
= loga x− loga y تقسیم لͽاریتم

loga(x
n) = n loga x توان لͽاریتم

loga 1 = 0 ͷی لͽاریتم
loga a = 1 پایه لͽاریتم
loga x = logb x

logb a
پایه تغییر

loga x = 1
logx a

معکوس
aloga x = x توان⁃لͽاریتم

پس: .an = y و am = x آنگاه .loga y = n و loga x = m کن فرض ضرب: قانون اثبات

xy = am · an = am+n ⇒ loga(xy) = m+ n = loga x+ loga y ■
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.am/an = am−n از استفاده با مشابه، تقسیم: قانون اثبات
آنگاه: .am = x پس ،loga x = m کن فرض توان: قانون اثبات

xn = (am)n = amn ⇒ loga(x
n) = mn = n loga x ■

عددی: مثال

log2(8× 4) = log2 8 + log2 4 = 3 + 2 = 5 ( 25چون = 32 = 8× 4) (۳۳)

log2

(
32

8

)
= log2 32− log2 8 = 5− 3 = 2 (۳۴)

log2(8
3) = 3 log2 8 = 3× 3 = 9 (۳۵)

log5 1 = 0 (۳۶)
log7 7 = 1 (۳۷)

log2 10 =
ln 10

ln 2
≈ 2.3026

0.6931
≈ 3.3219 (۳۸)

نمایی معادلات :۵ مفهوم ۵ .۴ .۷

حل: روش

.af(x) = ag(x) ⇒ f(x) = g(x) باشند: یͺسان پایەها اگر .۱

کن. استفاده لͽاریتم از نباشند: یͺسان پایەها اگر .۲

.2x = 8 ⇒ 2x = 23 ⇒ x = 3 ساده: مثال
.32x−1 = 27 ⇒ 32x−1 = 33 ⇒ 2x− 1 = 3 ⇒ x = 2 ساده: مثال

.5x = 20 ⇒ x = log5 20 = ln 20
ln 5

≈ 2.996
1.609

≈ 1.862 لͽاریتم: با مثال
شود؟ برابر سه تا ͬ کشد م طول سال چند سالانه. ۱۵٪ نرخ با سرمایەگذاری ͷی مدیریتͬ: مثال

3 = (1.15)t ⇒ t = log1.15 3 =
ln 3

ln 1.15
≈ 1.0986

0.1398
≈ سال7.86

لͽاریتمͬ معادلات :۶ مفهوم ۶ .۴ .۷

حل: روش

کن. ساده را عبارت لͽاریتم، قوانین از استفاده با .۱

.loga x = m ⇒ x = am برسان: پایه توان به را طرف دو .۲

.(x > 0 لͽاریتم: (دامنه کن بررسͬ را جواب همیشه .۳

.log2 x = 5 ⇒ x = 25 = 32 ساده: مثال
.log3(x+ 1) = 2 ⇒ x+ 1 = 9 ⇒ x = 8 مثال:

.log2 x+ log2(x− 2) = 3 مثال:

log2[x(x− 2)] = 3 (۳۹)
x(x− 2) = 8 (۴۰)

x2 − 2x− 8 = 0 (۴۱)
(x− 4)(x+ 2) = 0 (۴۲)

x = 4 یا x = −2 (۴۳)
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.x = 4 پس (دامنه). نیست قبول قابل x = −2 اما
است؟ لازم کارگر چند واحد ۵۰۰ تولید برای ،Q = 100 ln(L) تولید تابع اگر مدیریتͬ: مثال

500 = 100 lnL ⇒ lnL = 5 ⇒ L = e5 ≈ 148.4

است. لازم کارگر ۱۴۹ حدود پس

لͽاریتمͬ و نمایی نامعادلات :۷ مفهوم ۷ .۴ .۷

کلیدی: نکته

ͬ کند. نم تغییر نامعادله علامت است، صعودی تابع :a > 1 اگر ●

ͬ شود. م برعکس نامعادله علامت است، نزولͬ تابع :0 < a < 1 اگر ●

.2x > 8 ⇒ 2x > 23 ⇒ x > 3 نمایی: مثال
.(< 1 پایه (چون (0.5)x > 0.125 ⇒ (0.5)x > (0.5)3 ⇒ x < 3 نمایی: مثال

.log2 x > 3 ⇒ x > 23 = 8 لͽاریتمͬ: مثال
.(< 1 پایه (چون log0.5 x > 3 ⇒ x < (0.5)3 = 0.125 لͽاریتمͬ: مثال

نموداری تبدیلات :۸ مفهوم ۸ .۴ .۷

اصلͬ: تبدیلات

.(c < 0) پایین یا (c > 0) بالا به عمودی انتقال :f(x) + c ●

.(c < 0) چپ یا (c > 0) راست به افقͬ انتقال :f(x− c) ●

.x محور به نسبت انعکاس :−f(x) ●

.y محور به نسبت انعکاس :f(−x) ●

عمودی. فشردگͬ یا کشش :af(x) ●

مهاجرت نفر ۵۰ یعنͬ ،g(t) = 100e0.05t + 50 اگر جمعیت. رشد f(t) = 100e0.05t تابع مدیریتͬ: مثال
اضافه.

کلیدی مالͬ فرمول های :۹ مفهوم ۹ .۴ .۷

مرکب: بهره
A = P

(
1 +

r

n

)nt

(سال). زمان t سال، در مرکب سازی تعداد n سالانه، نرخ r سرمایه، اصل P که
پیوسته: مرکب بهره

A = Pert

فعلͬ: ارزش

PV =
FV

(1 + r)t
یا PV = FV · e−rt

:(۷۲ of (Ruⅼe شدن دوبرابر زمان
t ≈ 72

r × 100

سالانه: مؤثر رشد نرخ

EAR =
(
1 +

r

n

)n

− 1
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حل شده مثال های ۵ .۷

حل شده مثال

نمایی ساده محاسبه :۱ مثال
کن. حساب را e0 و 2−3 و 34 مقدار مسئله: صورت

.34 = 81 :۱ مرحله
.2−3 = 1

23
= 1

8
= 0.125 :۲ مرحله
.e0 = 1 :۳ مرحله

.۱ ،۱۲۵ .۰ ،۸۱ نتیجه:

حل شده مثال

یͺسان پایه با نمایی معادله حل :۲ مثال
.23x−1 = 32 مسئله: صورت

.32 = 25 :۱ مرحله
.23x−1 = 25 ⇒ 3x− 1 = 5 :۲ مرحله

.3x = 6 ⇒ x = 2 :۳ مرحله
.x = 2 نتیجه:

حل شده مثال

لͽاریتم با نمایی معادله حل :۳ مثال
.7x = 50 مسئله: صورت

.x = log7 50 :۱ مرحله
.x = ln 50

ln 7
≈ 3.912

1.946
≈ 2.01 :۲ مرحله
.x ≈ 2.01 نتیجه:

حل شده مثال

لͽاریتمͬ معادله حل :۴ مثال
.log3(2x+ 1) = 4 مسئله: صورت

.2x+ 1 = 34 = 81 :۱ مرحله
.2x = 80 ⇒ x = 40 :۲ مرحله

.� 2(40) + 1 = 81 > 0 بررسͬ:
.x = 40 نتیجه:

حل شده مثال

لͽاریتم قوانین ترکیب :۵ مثال
کن. ساده را log2 16 + log2 4− log2 8 مسئله: صورت

.(24 = 16 (چون log2 16 = 4 :۱ مرحله
.log2 4 = 2 :۲ مرحله
.log2 8 = 3 :۳ مرحله

.4 + 2− 3 = 3 :۴ مرحله
.۳ نتیجه:
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حل شده مثال

سالانه مرکب بهره :۶ مثال
ͬ شود؟ م چقدر سال ۵ از بعد مرکب. بەصورت سالانه ۱۵٪ نرخ با تومان میلیون ۱۰۰ مسئله: صورت

.A = 100(1.15)5 :۱ مرحله
.(1.15)5 ≈ 2.0114 :۲ مرحله
میلیون. A ≈ 201.14 :۳ مرحله
تومان. میلیون ۲۰۱ حدود نتیجه:

حل شده مثال

ماهانه مرکب بهره :۷ مثال
سال؟ ۳ از بعد ماهانه. مرکب سالانه، ۱۲٪ نرخ با تومان میلیون ۵۰ مسئله: صورت

.t = 3 ،r = 0.12 ،n = 12 :۱ مرحله
.A = 50

(
1 + 0.12

12

)12×3
= 50(1.01)36 :۲ مرحله

.(1.01)36 ≈ 1.4308 :۳ مرحله
میلیون. A ≈ 71.54 :۴ مرحله

تومان. میلیون ۵ .۷۱ حدود نتیجه:

حل شده مثال

پیوسته بهره :۸ مثال
سال؟ ۱۰ از بعد پیوسته. بەصورت ۸٪ نرخ با میلیون ۲۰۰ مسئله: صورت

.A = 200e0.08×10 = 200e0.8 :۱ مرحله
.e0.8 ≈ 2.2255 :۲ مرحله

میلیون. A ≈ 445.1 :۳ مرحله
تومان. میلیون ۴۴۵ حدود نتیجه:

حل شده مثال

شدن دوبرابر زمان :۹ مثال
شود؟ برابر دو سرمایه ͬ کشد م طول سال چند سالانه، ۱۰٪ نرخ با مسئله: صورت

.2 = (1.10)t :۱ مرحله
سال. t = log1.10 2 = ln 2

ln 1.10
≈ 0.6931

0.0953
≈ 7.27 :۲ مرحله

.(ͷنزدی) سال 72/10 = 7.2 :۷۲ of Ruⅼe تقریب
سال. ۳ .۷ حدود نتیجه:

حل شده مثال

فعلͬ ارزش :۱۰ مثال
سرمایەگذاری باید چقدر امروز ،۱۲٪ نرخ با باشͬ. داشته میلیون ۱۰۰ سال ۵ از بعد ͬ خواهͬ م مسئله: صورت

کنͬ؟
.PV = 100

(1.12)5
:۱ مرحله

.(1.12)5 ≈ 1.7623 :۲ مرحله
میلیون. PV ≈ 56.74 :۳ مرحله
تومان. میلیون ۷ .۵۶ حدود نتیجه:
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حل شده مثال

استهلاک :۱۱ مثال
سال ۴ از بعد دارد. استهلاک ۱۵٪ سالانه و شده خریداری تومان میلیون ۵۰۰ ماشین ͷی مسئله: صورت

است؟ چقدر آن ارزش
.V (t) = 500(0.85)t :۱ مرحله
.V (4) = 500(0.85)4 :۲ مرحله

.(0.85)4 ≈ 0.5220 :۳ مرحله
میلیون. V (4) ≈ 261 :۴ مرحله
تومان. میلیون ۲۶۱ حدود نتیجه:

حل شده مثال

جمعیت رشد :۱۲ مثال
سال؟ ۲۰ از بعد سالانه. ۵٪ .۲ رشد نرخ با نفر ۵۰۰،۰۰۰ شهر ͷی جمعیت مسئله: صورت

.P (20) = 500,000(1.025)20 :۱ مرحله
.(1.025)20 ≈ 1.6386 :۲ مرحله

.P (20) ≈ 819,300 :۳ مرحله
نفر. ۸۱۹،۳۰۰ حدود نتیجه:

حل شده مثال

سالانه مؤثر نرخ :۱۳ مثال
است؟ چقدر سالانه مؤثر نرخ ͬ کند. م اعلام ماهانه مرکب با ۱۸٪ نرخ بانکͬ مسئله: صورت

.EAR =
(
1 + 0.18

12

)12 − 1 = (1.015)12 − 1 :۱ مرحله
.(1.015)12 ≈ 1.1956 :۲ مرحله

.EAR ≈ 0.1956 = 19.56% :۳ مرحله
اسمͬ). ۱۸٪ از (بیشتر ۵۶٪ .۱۹ مؤثر نرخ نتیجه:

حل شده مثال

لͽاریتمͬ تولید تابع :۱۴ مثال
است؟ چقدر تولید ،L = 50 اگر .Q(L) = 200 ln(L) + 100 مسئله: صورت

.ln 50 ≈ 3.912 :۱ مرحله
.Q(50) = 200(3.912) + 100 = 782.4 + 100 = 882.4 :۲ مرحله

واحد. ۸۸۲ حدود نتیجه:

حل شده مثال

لͽاریتمͬ مطلوبیت :۱۵ مثال
است؟ چقدر x = 10 در مطلوبیت .U(x) = 50 ln(x+ 1) مطلوبیت تابع مسئله: صورت

.U(10) = 50 ln 11 :۱ مرحله
.ln 11 ≈ 2.3979 :۲ مرحله
.U(10) ≈ 119.9 :۳ مرحله

مطلوبیت. واحد ۱۲۰ حدود نتیجه:
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رایج اشتباهات ۶ .۷

رایج اشتباه

.log(x+ y) = log x+ log y فرض :۱ اشتباه
.log(x+ y) نه است، log(xy) برای فقط ضرب قانون پیشͽیری: راه

.(log x)2 = 2 log x فرض :۲ اشتباه
دارد. فرق log(x2) با (log x)2 پیشͽیری: راه

لͽاریتم. در x > 0 شرط کردن فراموش :۳ اشتباه
کن. بررسͬ را دامنه همیشه پیشͽیری: راه

.ex + ey و ex+y بین اشتباه :۴ اشتباه
جمع. نه ،ex+y = ex · ey پیشͽیری: راه

.< 1 پایه با نامعادلات در علامت تغییر کردن فراموش :۵ اشتباه
ͬ شود. م برعکس نامعادله علامت ،< 1 پایه اگر پیشͽیری: راه

مرکب. بەجای ساده بهره فرمول از استفاده :۶ اشتباه
است. فاحش تفاوت بلندمدت، در پیشͽیری: راه

اعشار. به درصد نرخ تبدیل کردن فراموش :۷ اشتباه
.15% = 0.15 پیشͽیری: راه

مدیریت در کاربرد ۷ .۷

مدیریتͬ کاربرد

بانکداری در مرکب بهره :۱ کاربرد
و ماهانه مرکب تفاوت ͬ کنند. م استفاده A = P (1 + r/n)nt فرمول از سپرده سود محاسبه برای بانک ها

باشد. تومان میلیون ها ͬ تواند م سالانه
دارایی استهلاک :۲ کاربرد

ͬ کنند. م استفاده V (t) = V0(1− d)t نمایی زوال مدل از دارایی ها دفتری ارزش محاسبه برای شرکت ها
بازار رشد :۳ کاربرد

داشته رشد ۲۰٪ ماهانه اگر مثلا́ ͬ کنند. م استفاده نمایی مدل از کاربران رشد پیش بینͬ برای استارتاپ ها
ͬ شوند. م برابر ۹ .۸ ماه ۱۲ از بعد باشند،
سرمایەگذاری در فعلͬ ارزش :۴ کاربرد

ͬ کنند. م استفاده PV = FV/(1 + r)t از مدیران پروژەها، بین تصمیم گیری برای
لͽاریتمͬ مطلوبیت تابع :۵ کاربرد

دارد. نزولͬ» نهایی «مطلوبیت چون ͬ شود، م مدل لͽاریتمͬ تابع با اغلب مطلوبیت اقتصاد، در

فصل خلاصه ۸ .۷

خودآزمایی ۹ .۷
سوال) ۱۵) چهارگزینەای ۱ .۹ .۷

است؟ چند 25 مقدار .۱

۱۰ آ)

۲۵ ب)
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کاربرد فرمول مفهوم

زوال رشد، f(x) = ax نمایی تابع
پیوسته بهره f(x) = ex طبیعͬ نمایی تابع
نمایی معادلات حل y = loga x ⇐⇒ ay = x لͽاریتمͬ تابع
سادەسازی log(xy) = log x+ log y ضرب لͽاریتم
سادەسازی log(x/y) = log x− log y تقسیم لͽاریتم
معادلات حل log(xn) = n log x توان لͽاریتم
عددی محاسبه loga x = lnx

ln a
پایه تغییر

سرمایەگذاری A = P (1 + r/n)nt مرکب بهره
پیشرفته مالͬ A = Pert پیوسته بهره
تصمیم گیری PV = FV/(1 + r)t فعلͬ ارزش
سریع تخمین t ≈ 72/(r × 100) ۷۲ of Ruⅼe

۳۲ ج)

۶۴ د)

است؟ چند log3 81 .۲

۳ آ)

۴ ب)

۵ ج)

۹ د)

است؟ چند ln e3 .۳

۱ آ)

۳ ب)

e ج)

e3 د)

است؟ چند log2(16× 8) .۴

۷ آ)

۸ ب)

۱۲ ج)

۱۲۸ د)

است؟ چند x ،5x = 125 اگر .۵

۲ آ)

۳ ب)
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۴ ج)

۵ د)

است؟ چند log10 0.001 .۶

−3 آ)

−2 ب)

3 ج)

0.001 د)

است؟ چند e0 مقدار .۷

۰ آ)

۱ ب)

e ج)

نشده تعریف د)

سال: ۲ از بعد سالانه مرکب ۱۰٪ نرخ با میلیون ۱۰۰ .۸

۱۲۰ آ)

۱۲۱ ب)

۱۲۲ ج)

۱۳۰ د)

log2 x = −2 ⇒ x =? .۹

−4 آ)

0.25 ب)

4 ج)

0.5 د)

:ax تابع ،0 < a < 1 اگر .۱۰

صعودی آ)

نزولͬ ب)

ثابت ج)

متناوب د)

با: است برابر loga 1 .۱۱

a آ)
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۱ ب)

۰ ج)

نشده تعریف د)

:(۷۲ of (Ruⅼe ۸٪ نرخ با شدن دوبرابر زمان .۱۲

سال ۸ آ)

سال ۹ ب)

سال ۱۰ ج)

سال ۱۲ د)

تقریباً: (1.05)10 .۱۳

۵ .۱ آ)

۶۳ .۱ ب)

۸ .۱ ج)

۲ د)

است؟ چند log5 5
7 .۱۴

۱ آ)

۵ ب)

۷ ج)

۳۵ د)

ͬ شود؟ م برابر چند تقریباً سال ۳۵ از بعد کند، رشد ۲٪ نرخ با جمعیت اگر .۱۵

۵ .۱ آ)

۲ ب)

۳ ج)

۴ د)

سوال) ۷) تشریحͬ ۲ .۹ .۷

کن. حل را 32x+1 = 243 معادله .۱۶
کن. حل را log2 x+ log2(x− 2) = 3 .۱۷

ͬ شود؟ م چقدر سال ۴ از بعد فصلͬ. مرکب ۱۲٪ نرخ با میلیون ۲۰۰ .۱۸
برسد؟ میلیون ۳۰۰ به ۹٪ نرخ با میلیون ۱۵۰ ͬ کشد م طول سال چند .۱۹

کن. حساب را log3 27 + log3 9− log3 81 .۲۰
.loga(x/y) = loga x− loga y کن ثابت .۲۱

است؟ چقدر آن ارزش سال ۵ از بعد سالانه. ۲۰٪ استهلاک با میلیون ۸۰۰ ماشین ͷی .۲۲
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تشریحͬ پاسخنامه ۱۰ .۷
.25 = 32 ج) .۱

.34 = 81 ب) .۲
.ln e3 = 3 ln e = 3 ب) .۳

.log2 16 + log2 8 = 4 + 3 = 7 الف) .۴
.53 = 125 ب) .۵

.10−3 = 0.001 الف) .۶
.e0 = 1 ب) .۷

.100(1.1)2 = 121 ب) .۸
.2−2 = 0.25 ب) .۹

نزولͬ. تابع ،< 1 پایه ب) .۱۰
.loga 1 = 0 ج) .۱۱
.72/8 = 9 ب) .۱۲

.(1.05)10 ≈ 1.629 ب) .۱۳
.log5 57 = 7 ج) .۱۴

.(1.02)35 ≈ 2.0 ب) .۱۵
.32x+1 = 35 ⇒ 2x+ 1 = 5 ⇒ x = 2 .۱۶

رد x = −2 (چون log2[x(x − 2)] = 3 ⇒ x(x − 2) = 8 ⇒ x2 − 2x − 8 = 0 ⇒ x = 4 .۱۷
است).

میلیون. A = 200(1 + 0.12/4)4×4 = 200(1.03)16 ≈ 200× 1.6047 ≈ 320.94 .۱۸
سال. 2 = (1.09)t ⇒ t = ln 2/ ln 1.09 ≈ 0.6931/0.0862 ≈ 8.04 .۱۹

.3 + 2− 4 = 1 نتیجه: .log3 81 = 4 ،log3 9 = 2 ،log3 27 = 3 .۲۰
یعنͬ ،x/y = am−n پس .an = y و am = x آنگاه .loga y = n و loga x = m کن فرض .۲۱

■ .loga(x/y) = m− n
میلیون. V (5) = 800(0.8)5 = 800× 0.32768 ≈ 262.1 .۲۲

پیشنهادی منابع ۱۱ .۷

.۴ فصل مدیریت. برای پایه ریاضیات .(۱۳۹۸) م. پورکاظمͬ، ●

.۴ فصل مدیریت. در آن کاربرد و ریاضیات .(۱۳۹۹) م. رنجبران، ●

.۴ فصل عمومͬ. ریاضیات .(۱۳۹۷) م. نیͺوکار، ●

Sⅽi− Soⅽiaⅼ anⅾ Ⅼife، Ⅿanageriaⅼ، the for Ⅿatheⅿatiⅽs Appⅼieⅾ .(۲۰۱۹) T. S. Tan، ●
.۵ Ⅽh. .enⅽes

.۵ Ⅽh. .Business for Ⅿatheⅿatiⅽs .(۲۰۱۷) A. S. Saⅼzⅿan، ●

.۵ Ⅽh. .Finanⅽe anⅾ Business Eⅽonoⅿiⅽs، forⅯatheⅿatiⅽs Basiⅽ .(۲۰۱۸) E. Uⅿⅿer، ●

بازرسͬ ایست

توسعەیافته نسخه – ۴ فصل پایان
منبع ۶ | سوال ۲۲ | حل شده مثال ۱۵ | A۴ صفحه ۲۰∼ آمار:

xⅽoⅼor enuⅿiteⅿ booktabs geoⅿetry aⅿsⅿath،aⅿssyⅿb،aⅿsthⅿ [۱۲pt،a۴paper]artiⅽⅼe
xepersian hyperref tⅽoⅼorbox

ⅿargin=۲.۵ ⅽⅿ
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(۱) مدیریت در آن کاربرد و ریاضیات
۱۴۰۵ مهر ۱۳ آموزشͬ معمار نفره ۵ تیم توسعەیافته) (نسخه خاص توابع :۵ فصل

مطالب فهرست
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دوبرابر) حجم – توسعەیافته (نسخه خاص توابع :۵ فصل ۸

چͺیده ۱ .۸
خاص» «توابع با که است آن وقت حالا شدی. آشنا لͽاریتمͬ و نمایی دوم، درجه خطͬ، توابع با قبل فصل های در
تقارن فرد، و زوج تابع ͬ کنند. م ایفا کلیدی نقش مدیریتͬ مدل سازی در و دارند ویژەای رفتار که توابعͬ شوی: آشنا
هدف از فاصله مطلق، قدر تابع برسیم. ورودی به خروجͬ از ͬ دهد م اجازه ما به معکوس، تابع ͬ دهد. م نشان ما به را
تغییر جهت علامت، تابع است. عالͬ پلەای تعرفەهای برای و ͬ کند م رفتار پلەای صحیح، جزء تابع ͬ گیرد. م اندازه را
مدیریتͬ گسترده مثال های و نمودار، فرمول، شهود، دقیق، تعریف با را توابع این فصل، این در ͬ دهد. م نشان را
تحلیل را رفتارش و کنͬ انتخاب را خاص تابع مناسب ترین مدیریتͬ، پدیده هر برای بتوانͬ نهایی: هدف ͬ آموزی. م

کنͬ.

یادگیری اهداف ۲ .۸
تابع سقف، تابع صحیح، جزء تابع مطلق، قدر تابع معکوس، تابع فرد، تابع زوج، تابع کند: تعریف ●

یͺنوا. تابع پلەای، تابع علامت،

است؟ یͺنوا است؟ معکوس پذیر است؟ فرد است؟ زوج تابع ͷی آیا دهد: تشخیص ●

خاص. توابع ترکیب توابع، معکوس خاص، توابع مقادیر کند: محاسبه ●

شͺست. نقاط پلەای، رفتار یͺنوایی، تقارن، کند: تحلیل ●

تصمیم گیری. هدف، از فاصله تخفیف، مالیات، پلەای، تعرفه کند: مدل سازی ●

است. مناسب تر مدیریتͬ مسئله کدام برای خاص تابع کدام کند: ارزیابی ●

طنز مقدمه ۳ .۸
میلیون ۱۰۰ هدف اگر دارد؟» فاصله هدف از چقدر من ماه این «فروش بداند ͬ خواهد م فروش مدیر ͷی کن تصور
است میلیون ۱۵ هم باز فاصله باشد، میلیون ۱۱۵ فروش اگر اما است. میلیون ۱۵ فاصله باشد، میلیون ۸۵ فروش و
جهت به توجه بدون را فاصله ͬ دهد: م انجام مطلق» قدر «تابع که است کاری دقیقاً این مخالف. جهت در فقط —

ͬ گیرد. م اندازه
باشد، فروخته عدد ۴۷ اگر فروختەام؟» کامل تایی ۱۰ بسته «چند بداند ͬ خواهد م مدیر همان کن تصور حالا
را کامل بستەهای تعداد ͬ دهد: م انجام صحیح» جزء «تابع که است کاری دقیقاً این اضافه. عدد ۷ و کامل بسته ۴

ͬ دهد. م
توابع اما .y و x با پیچیده فرمول ͷی یعنͬ «تابع» ͬ کنند م فکر افراد از بسیاری اینجاست: ماجرا طنزآمیز نکته
کجا را کدام باشͬ بلد اگر و شدەاند ساخته خاص کار ͷی برای کدام هر هستند: چندکاره جیبی چاقوی مثل خاص،

است. خاص توابع جعبەابزار همان فصل، این کنͬ. حل را مدیریتͬ مسئله هر ͬ توانͬ م کنͬ، استفاده

اصلͬ مفاهیم ۴ .۸

Funⅽtion) (Even زوج تابع :۱ مفهوم ۱ .۴ .۸

دامنه: در x هر برای اگر است زوج f تابع تعریف:

f(−x) = f(x)

ͬ افتند. م هم روی نیمه دو کنͬ، تا وسط از را نمودار اگر یعنͬ است. متقارن y محور به نسبت زوج تابع شهود:
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.y محور به نسبت متقارن نمودار:
ساده: مثال های

� f(−x) = (−x)2 = x2 = f(x) :f(x) = x2 ●

� f(−x) = x4 = f(x) :f(x) = x4 ●

� f(−x) = | − x| = |x| = f(x) :f(x) = |x| ●

� f(−x) = cos(−x) = cos x :f(x) = cos x ●

معنͬ (اگر واحد −۵ و واحد ۵ تولید در سود یعنͬ است. زوج P (q) = −2q2+100 سود تابع مدیریتͬ: مثال
است. یͺسان باشد) داشته

باشد. دامنه در هم −x دامنه، در x هر برای باید فقط نشده؛ تعریف جا همه در لزوماً زوج تابع مهم: نکته

Funⅽtion) (Oⅾⅾ فرد تابع :۲ مفهوم ۲ .۴ .۸

دامنه: در x هر برای اگر است فرد f تابع تعریف:

f(−x) = −f(x)

ͬ رسد. م خودش به بچرخانͬ، درجه ۱۸۰ را نمودار اگر یعنͬ است. متقارن مبدأ به نسبت فرد تابع شهود:
.(0, 0) مبدأ به نسبت متقارن نمودار:

ساده: مثال های

� f(−x) = −x = −f(x) :f(x) = x ●

� f(−x) = −x3 = −f(x) :f(x) = x3 ●

� f(−x) = sin(−x) = − sin x :f(x) = sin x ●

� f(−x) = − 1
x
= −f(x) :f(x) = 1

x
●

مثبت تقاضا (فرضͬ)، شود منفͬ قیمت اگر یعنͬ است. فرد Q(P ) = −20P تقاضا تابع مدیریتͬ: مثال
است. درست ریاضیاتش اما ندارد، معنͬ واقعیت در که — ͬ شود م

.f(0) = 0 آنگاه باشد، فرد f و باشد شده تعریف f(0) اگر نکته:
■ .f(−0) = −f(0) ⇒ f(0) = −f(0) ⇒ 2f(0) = 0 ⇒ f(0) = 0 اثبات:

فرد نه زوج، نه :۳ مفهوم ۳ .۴ .۸

فرد. نه و هستند زوج نه توابع از بسیاری تعریف:
.−f(x) برابر نه و است f(x) برابر نه این .f(−x) = x2 − x .f(x) = x2 + x ساده: مثال

فرد. نه و است زوج نه P (q) = −2q2 + 40q − 100 سود تابع مدیریتͬ: مثال

تعمیق و مرور – Funⅽtion) (Inverse معکوس تابع :۴ مفهوم ۴ .۴ .۸

:f−1 معکوس تابع باشد. ͷبەی ͷی اگر است معکوس پذیر f تابع تعریف:

f−1(y) = x ⇐⇒ f(x) = y

خواص:

f(f−1(x)) = x ●
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f−1(f(x)) = x ●

f برد = f−1 دامنه ●

f دامنه = f−1 برد ●

است. y = x خط به نسبت f قرینه ،f−1 نمودار ●

معکوس: یافتن روش

بنویس. y = f(x) .۱

کن. حل y برحسب را x .۲

کن. جابەجا را y و x .۳

.f(x) = 3x− 7 ساده: مثال

y = 3x− 7 (۴۴)
y + 7 = 3x (۴۵)

x =
y + 7

3
(۴۶)

f−1(x) =
x+ 7

3
(۴۷)

هزینه): برحسب محصول (تعداد معکوس .C(q) = 50q + 1000 هزینه تابع مدیریتͬ: مثال

q =
C − 1000

50

واحد. q = (5000− 1000)/50 = 80 باشد، تومان ۵۰۰۰ بودجه اگر یعنͬ
مهم: توابع معکوس

شرط معکوس تابع

a ̸= 0 f−1(x) = x−b
a

f(x) = ax+ b
x ≥ 0 f−1(x) =

√
x f(x) = x2

x همه f−1(x) = 3
√
x f(x) = x3

x > 0 f−1(x) = ln x f(x) = ex

x > 0 f−1(x) = loga x f(x) = ax

x همه f−1(x) = ex f(x) = ln x

Vaⅼue) (Absoⅼute مطلق قدر تابع :۵ مفهوم ۵ .۴ .۸

تعریف:

|x| =

{
x x ≥ 0

−x x < 0

نامنفͬ. همیشه است. صفر از فاصله مطلق، قدر شهود:
خواص:

|x| ≥ 0 ●
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|x| = 0 ⇐⇒ x = 0 ●

|xy| = |x| · |y| ●

y ̸= 0 برای
∣∣∣xy ∣∣∣ = |x|

|y| ●

مثلثͬ) (نامساوی |x+ y| ≤ |x|+ |y| ●

اعداد خط روی y و x بین فاصله = |x− y| ●
√
x2 = |x| ●

مبدأ. در رأس با V شͺل نمودار:
.|0| = 0 ،|3| = 3 ،| − 5| = 5 ساده: مثال

انحراف: باشد، میلیون ۸۵ واقعͬ فروش و میلیون ۱۰۰ فروش هدف اگر هدف: از انحراف مدیریتͬ: مثال

|85− 100| = میلیون15

میلیون. |120− 100| = 20 هم باز انحراف باشد، میلیون ۱۲۰ فروش اگر
مطلق: قدر معادلات

|x| = a ⇒ x = a یا x = −a (a ≥ 0)

|x− c| = a ⇒ x = c+ a یا x = c− a

مطلق: قدر نامعادلات
|x| < a ⇐⇒ −a < x < a

|x| > a ⇐⇒ x > a یا x < −a

.x = −2 یا |x− 3| = 5 ⇒ x = 8 عددی: مثال
.|x− 2| < 4 ⇒ −4 < x− 2 < 4 ⇒ −2 < x < 6 عددی: مثال

Funⅽtion) (Fⅼoor صحیح جزء تابع :۶ مفهوم ۶ .۴ .۸

تعریف:
⌊x⌋ = از که صحیحͬ عدد استxبزرگ ترین مساوی یا کوچͷ تر

ͬ کند. م گرد پایین» «به را عدد صحیح، جزء شهود:
ساده: مثال

⌊3.7⌋ = 3 (۴۸)
⌊5⌋ = 5 (۴۹)

⌊−2.3⌋ = −3 (۵۰)
⌊0.99⌋ = 0 (۵۱)

.−3 < −2.3 چون !−2 نه است، ⌊−2.3⌋ = −3 منفͬ، اعداد برای مهم: نکته
خواص:

x− 1 < ⌊x⌋ ≤ x ●

صحیح n برای ⌊x+ n⌋ = ⌊x⌋+ n ●

⌊x⌋+ ⌊y⌋ ≤ ⌊x+ y⌋ ●

نزولͬ. پلەای نمودار:
کامل: بسته تعداد باشیم، داشته عدد ۵۰ و باشد عدد ۱۲ شامل بسته هر اگر مدیریتͬ: مثال

⌊50/12⌋ = ⌊4.167⌋ = بسته4
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Funⅽtion) (Ⅽeiⅼing سقف تابع :۷ مفهوم ۷ .۴ .۸

تعریف:
⌈x⌉ = از که صحیحͬ عدد استxکوچͷ ترین مساوی یا بزرگ تر

ͬ کند. م گرد بالا» «به را عدد سقف، شهود:
ساده: مثال

⌈3.2⌉ = 4 (۵۲)
⌈5⌉ = 5 (۵۳)

⌈−2.7⌉ = −2 (۵۴)
⌈0.01⌉ = 1 (۵۵)

لازم: کامیون تعداد کند، حمل کالا ۱۲ کامیون هر کالا، ۵۰ حمل برای اگر مدیریتͬ: مثال

⌈50/12⌉ = ⌈4.167⌉ = کامیون5

سقف: و صحیح جزء بین رابطه
⌈x⌉ = −⌊−x⌋

Funⅽtion) (Sign علامت تابع :۸ مفهوم ۸ .۴ .۸

تعریف:

sgn(x) =


1 x > 0

0 x = 0

−1 x < 0

ͬ گرداند. برم را عدد علامت شهود:
کاهشͬ؛ ،−1 اگر است؛ افزایشͬ فروش ،sgn(St − St−1) = 1 اگر فروش، روند تحلیل در مدیریتͬ: مثال

ثابت. ،0 اگر

Funⅽtion) (Step پلەای تابع :۹ مفهوم ۹ .۴ .۸

ͬ خورد. م «پله» خاصͬ نقاط در و است ثابت بازەهایی در که تابعͬ تعریف:
ساده: مثال

f(x) =


1 0 ≤ x < 2

2 2 ≤ x < 4

3 4 ≤ x < 6

برق: پلەای تعرفه مدیریتͬ: مثال

C(x) =


5000 0 ≤ x ≤ 100

5000 + 80(x− 100) 100 < x ≤ 200

5000 + 8000 + 120(x− 200) x > 200
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Funⅽtion) (Ⅿonotoniⅽ یͺنوا تابع :۱۰ مفهوم ۱۰ .۴ .۸

تعریف:

x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2) (Inⅽreasing): صعودی ●

x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2) صعودی: اکیداً ●

x1 < x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2) (Ⅾeⅽreasing): نزولͬ ●

x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2) نزولͬ: اکیداً ●

جهت. تغییر بدون — ͬ آید م پایین همیشه یا ͬ رود م بالا همیشه یا یͺنوا، تابع شهود:
است. معکوس پذیر) لذا (و ͷبەی ͷی یͺنوا، اکیداً تابع هر قضیه:

را هزینه تولید، اضافه واحد هر یعنͬ است. صعودی اکیداً C(q) = 50q + 1000 هزینه تابع مدیریتͬ: مثال
ͬ کند. م زیاد

خاص توابع با مرکب توابع :۱۱ مفهوم ۱۱ .۴ .۸

صحیح: جزء و مطلق قدر ترکیب
f(x) = ⌊|x|⌋

.f(−3.7) = ⌊3.7⌋ = 3 مثال:
مطلق: قدر و معکوس ترکیب

f(x) = |x|−1 =
1

|x|

حل شده مثال های ۵ .۸

حل شده مثال

فرد و زوج تشخیص :۱ مثال
فرد؟ یا است زوج f(x) = x4 + 3x2 مسئله: صورت

.f(−x) = (−x)4 + 3(−x)2 = x4 + 3x2 = f(x) :۱ مرحله
است. زوج نتیجه:

حل شده مثال

فرد و زوج تشخیص :۲ مثال
فرد؟ یا است زوج f(x) = x3 + x مسئله: صورت

.f(−x) = (−x)3 + (−x) = −x3 − x = −(x3 + x) = −f(x) :۱ مرحله
است. فرد نتیجه:

حل شده مثال

فرد نه زوج، نه :۳ مثال
.f(x) = x3 + x2 مسئله: صورت
.f(−x) = −x3 + x2 :۱ مرحله

.−f(x) نه و است f(x) نه این :۲ مرحله
فرد. نه زوج، نه نتیجه:
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حل شده مثال

معکوس یافتن :۴ مثال
بیاب. را معکوس .f(x) = 2x+3

5
مسئله: صورت

.y = 2x+3
5

:۱ مرحله
.5y = 2x+ 3 ⇒ 2x = 5y − 3 ⇒ x = 5y−3

2
:۲ مرحله

.f−1(x) = 5x−3
2

نتیجه:
� .f−1(1) = 1 ،f(1) = 1 بررسͬ:

حل شده مثال

مطلق قدر معادله :۵ مثال
.|2x− 6| = 10 مسئله: صورت

.2x− 6 = 10 ⇒ 2x = 16 ⇒ x = 8 :۱ مرحله
.2x− 6 = −10 ⇒ 2x = −4 ⇒ x = −2 :۲ مرحله

.x = −2 یا x = 8 نتیجه:

حل شده مثال

مطلق قدر نامعادله :۶ مثال
.|x− 4| ≤ 6 مسئله: صورت
.−6 ≤ x− 4 ≤ 6 :۱ مرحله

.−2 ≤ x ≤ 10 :۲ مرحله
.x ∈ [−2, 10] نتیجه:

حل شده مثال

صحیح جزء :۷ مثال
کن. حساب را ⌊5⌋ ،⌊−3.2⌋ ،⌊7.8⌋ مسئله: صورت

.⌊7.8⌋ = 7 :۱ مرحله
.(!−3 (نه ⌊−3.2⌋ = −4 :۲ مرحله

.⌊5⌋ = 5 :۳ مرحله
.۵ ،−4 ،۷ نتیجه:

حل شده مثال

بستەبندی در صحیح جزء کاربرد :۸ مثال
اضافه؟ عدد چند و کامل بسته چند عدد. ۸ بسته هر داریم. کالا عدد ۱۰۰ مسئله: صورت

کامل. بسته ⌊100/8⌋ = ⌊12.5⌋ = 12 :۱ مرحله
عدد. 100− 12× 8 = 100− 96 = 4 باقیمانده: :۲ مرحله

اضافه. عدد ۴ و کامل بسته ۱۲ نتیجه:
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حل شده مثال

حمل در سقف کاربرد :۹ مثال
است؟ لازم کامیون چند کالا. ۸ کامیون هر کالا، ۱۰۰ مسئله: صورت

.⌈100/8⌉ = ⌈12.5⌉ = 13 :۱ مرحله
ͬ کنند). م حمل کالا ۹۶ فقط کامیون ۱۲ (چون کامیون ۱۳ نتیجه:

حل شده مثال

پلەای تعرفه :۱۰ مثال
تومان؛ هزار ۳ ͹گی هر ،͹گی ۵۰ تا ۲۰ بین تومان؛ هزار ۵۰ ͹گی ۲۰ تا اشتراک: هزینه مسئله: صورت

گی͹؟ ۷۰ هزینه تومان. هزار ۵ ͹گی هر ،͹گی ۵۰ از بیش
.(͹گی ۵۰ (برای ۱۴۰ = ۹۰ + ۵۰ = ۳ × ۳۰ + ۵۰ :۱ مرحله

.۱۰۰ = ۵ × اضافه ͹گی ۲۰ :۲ مرحله
.۲۴۰ = ۱۰۰ + ۱۴۰ :۳ مرحله

تومان. هزار ۲۴۰ نتیجه:

حل شده مثال

روند تحلیل در علامت تابع :۱۱ مثال
تحلیل علامت تابع با را روند .۱۳۰ ،۱۳۰ ،۱۱۰ ،۱۲۰ ،۱۰۰ ماه: ۵ در شرکت ͷی فروش مسئله: صورت

کن.
.0 ،+20 ،−10 ،+20 تفاوت ها: :۱ مرحله

.0 ،+1 ،−1 ،+1 :sgn :۲ مرحله
نوسان. ͷی با صعودی روند نتیجه:

حل شده مثال

یͺنوایی :۱۲ مثال
است؟ یͺنوا f(x) = 3x+ 5 مسئله: صورت

.3x1 < 3x2 ⇒ 3x1 + 5 < 3x2 + 5 :x1 < x2 فرض :۱ مرحله
صعودی. اکیداً نتیجه:

حل شده مثال

معکوس و مطلق قدر ترکیب :۱۳ مثال
کن. حساب را f(5) و f(−3) .x ̸= 0 برای f(x) = 1

|x| مسئله: صورت
.f(−3) = 1/| − 3| = 1/3 :۱ مرحله

.f(5) = 1/5 :۲ مرحله
.1/5 و 1/3 نتیجه:

حل شده مثال

صحیح جزء با نامعادله حل :۱۴ مثال
x؟ محدوده .⌊x⌋ = 3 مسئله: صورت
.⌊x⌋ = 3 ⇒ 3 ≤ x < 4 :۱ مرحله

.x ∈ [3, 4) نتیجه:
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حل شده مثال

ترکیبی مدیریتͬ کاربرد :۱۵ مثال
پاداش ۲٪ باشد، میلیون ۱۰۰ از بیش فروش اگر دارد. میلیون ۵ پایه حقوق شرکت ͷی مسئله: صورت

کل؟ حقوق باشد، میلیون ۱۵۰ فروش اگر ͬ گیرد. م
میلیون. 0.02× 150 = 3 پاداش: :۱ مرحله

میلیون. 5 + 3 = 8 کل: حقوق :۲ مرحله
میلیون. ۸ نتیجه:

حل شده مثال

هدف از انحراف :۱۶ مثال
هرکدام؟ مطلق انحراف .۵۰۰ ،۵۲۰ ،۴۸۰ واقعͬ: تولید واحد. ۵۰۰ تولید هدف مسئله: صورت

.|480− 500| = 20 :۱ مرحله

.|520− 500| = 20 :۲ مرحله
.|500− 500| = 0 :۳ مرحله

.۰ ،۲۰ ،۲۰ نتیجه:

حل شده مثال

دوم درجه تابع معکوس :۱۷ مثال
بیاب. را معکوس .[0,+∞) روی f(x) = x2 مسئله: صورت

.x ≥ 0 با y = x2 :۱ مرحله
.(x ≥ 0 (چون x =

√
y :۲ مرحله

.x ≥ 0 برای f−1(x) =
√
x نتیجه:

حل شده مثال

حقوق در سقف تابع :۱۸ مثال
است؟ لازم روز چند کار، ساعت ۴۰ برای ͬ کند. م کار روز در ساعت ۵ .۷ کارگر هر مسئله: صورت

.⌈40/7.5⌉ = ⌈5.33⌉ = 6 :۱ مرحله
روز. ۶ نتیجه:
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رایج اشتباهات ۶ .۸

رایج اشتباه

.⌊−3.2⌋ = −3 فرض :۱ اشتباه
.−4 ͬ رود: م پایین به همیشه صحیح جزء پیشͽیری: راه

.x2 معکوس در x ≥ 0 شرط کردن فراموش :۲ اشتباه
کن. محدود را دامنه ابتدا پیشͽیری: راه
.|x+ y| = |x|+ |y| فرض :۳ اشتباه

.|x+ y| ≤ |x|+ |y| مثلثͬ: نامساوی پیشͽیری: راه
فرد. و زوج بین اشتباه :۴ اشتباه

.f(−x) = −f(x) فرد: f(−x)؛ = f(x) زوج: پیشͽیری: راه
توابع. همه یͺنوایی فرض :۵ اشتباه

کن. بررسͬ تعریف یا مشتق با را یͺنوایی پیشͽیری: راه
معکوس. در دامنه بررسͬ کردن فراموش :۶ اشتباه

.f برد = f−1 دامنه پیشͽیری: راه

مدیریت در کاربرد ۷ .۸

مدیریتͬ کاربرد

پلەای تعرفه :۱ کاربرد
ͬ کنند. م استفاده صورتحساب محاسبه برای پلەای توابع از اینترنت و گاز آب، برق، شرکت های

بستەبندی :۲ کاربرد
استفاده سقف از کامیون تعداد برای و صحیح جزء از کامل بستەهای تعداد محاسبه برای انبارداری، در

ͬ شود. م
هدف از انحراف :۳ کاربرد

است. اصلͬ معیار هدف از مطلق انحراف کیفیت، کنترل سیستم های در
روند تحلیل :۴ کاربرد

ͬ رود. م کار به فروش روند بودن صعودی̸نزولͬ تشخیص برای علامت تابع
حقوق مدل سازی :۵ کاربرد

پلەای. تابع = پلەای پاداش + پایه حقوق
تصمیم گیری :۶ کاربرد

کند). کم را هزینه نباید تولید افزایش (مثلا́ تصمیم ها بودن منطقͬ از اطمینان برای یͺنوا توابع

فصل خلاصه ۸ .۸

خودآزمایی ۹ .۸
سوال) ۱۵) چهارگزینەای ۱ .۹ .۸

است؟ تابعͬ نوع چه f(x) = x2 + 1 .۱

زوج آ)

فرد ب)

فرد نه زوج، نه ج)
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کاربرد تعریف تابع

y به نسبت تقارن f(−x) = f(x) زوج
مبدأ به نسبت تقارن f(−x) = −f(x) فرد
ورودی به خروجͬ از f−1(y) = x معکوس
صفر از فاصله |x| مطلق قدر
کامل بستەبندی ⌊x⌋ صحیح جزء
نقل و حمل ⌈x⌉ سقف
روند تحلیل sgn(x) علامت
پلەای تعرفه بازەها در ثابت پلەای
منطق تضمین صعودی̸نزولͬ یͺنوا

پلەای د)

است؟ تابعͬ نوع چه f(x) = x3 .۲

زوج آ)

فرد ب)

فرد نه زوج، نه ج)

ثابت د)

است؟ چند ⌊4.9⌋ .۳

۴ آ)

۵ ب)

۵ .۴ ج)

۰ د)

است؟ چند ⌈4.1⌉ .۴

۴ آ)

۵ ب)

۵ .۴ ج)

۰ د)

است؟ چند | − 7| .۵

−7 آ)

۷ ب)

۰ ج)

۱۴ د)

دارد: جواب |x− 3| = 5 .۶
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x = 8 آ)

x = −2 ب)

دو هر ج)

هیچ کدام د)

است؟ چند ⌊−1.5⌋ .۷

−1 آ)

−2 ب)

1 ج)

2 د)

:f(x) = 2x− 4 معکوس .۸
x+4
2

آ)
x−4
2

ب)

2x+ 4 ج)
x
2
− 4 د)

:f(−2) آنگاه ،f(2) = 5 و فرد f اگر .۹

۵ آ)

−5 ب)

۰ ج)

۵ .۲ د)

یعنͬ: |x− 2| < 3 .۱۰

−1 < x < 5 آ)

x > 5 ب)

x < −1 ج)

x = 2 د)

است؟ تابعͬ نوع چه (ثابت) f(x) = 5 تابع .۱۱

زوج آ)

فرد ب)

دو هر ج)

هیچ کدام د)
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است؟ چند ⌈0.01⌉ .۱۲

۰ آ)

۱ ب)

۰۱ .۰ ج)

−1 د)

است؟ صعودی اکیداً تابع کدام .۱۳

f(x) = −x آ)

R روی f(x) = x2 ب)

f(x) = 2x+ 1 ج)

f(x) = 1
x

د)

کامل: بسته تعداد کالا، ۶ بسته هر و کالا ۲۵ اگر .۱۴

۳ آ)

۴ ب)

۵ ج)

۶ د)

کامیون: تعداد کالا، ۶ کامیون هر و کالا ۲۵ اگر .۱۵

۳ آ)

۴ ب)

۵ ج)

۶ د)

سوال) ۷) تشریحͬ ۲ .۹ .۸

است. زوج f(x) = x4 − 3x2 بده نشان .۱۶
بیاب. را f(x) = 3x−2

4
معکوس .۱۷

کن. حل را |3x− 9| = 12 .۱۸
x؟ برای محدودەای چه یعنͬ ⌊x⌋ = −2 .۱۹

کن. تفسیر و بیاب را آن معکوس ،C(q) = 100q + 5000 هزینه تابع اگر .۲۰
هزار. ۶ ͹گی هر ͹گی ۳۰ از بیش هزار؛ ۴ ͹گی هر ͹گی ۳۰ تا ۱۰ هزار؛ ۳۰ ͹گی ۱۰ تا اشتراک: هزینه .۲۱

گی͹؟ ۴۵ هزینه
است. صعودی اکیداً f(x) = 2x+ 3 تابع بده نشان .۲۲

۸۲



تشریحͬ پاسخنامه ۱۰ .۸
.f(−x) = x2 + 1 = f(x) الف) .۱

.f(−x) = −x3 = −f(x) ب) .۲
.⌊4.9⌋ = 4 الف) .۳

.⌈4.1⌉ = 5 ب) .۴
.| − 7| = 7 ب) .۵

.x = −2 یا x = 8 ج) .۶
.⌊−1.5⌋ = −2 ب) .۷

.y = 2x− 4 ⇒ x = y+4
2

الف) .۸
.f(−2) = −f(2) = −5 ب) .۹

.−3 < x− 2 < 3 ⇒ −1 < x < 5 الف) .۱۰
.(f(−x) = f(x) (چون است زوج ثابت تابع الف) .۱۱

.⌈0.01⌉ = 1 ب) .۱۲
است. صعودی اکیداً R روی 2x+ 1 فقط ج) .۱۳

.⌊25/6⌋ = 4 ب) .۱۴
.⌈25/6⌉ = 5 ج) .۱۵

■ .f(−x) = (−x)4 − 3(−x)2 = x4 − 3x2 = f(x) .۱۶
.f−1(x) = 4x+2

3
پس .y = 3x−2

4
⇒ 4y = 3x− 2 ⇒ 3x = 4y + 2 ⇒ x = 4y+2

3
.۱۷

.3x− 9 = −12 ⇒ x = −1 یا 3x− 9 = 12 ⇒ x = 7 .۱۸
.−2 ≤ x < −1 .۱۹

.q = (C − 5000)/100 محصول تعداد باشد، C بودجه اگر یعنͬ .q = C−5000
100

.۲۰
تومان. هزار ۲۰۰ کل: .۹۰ = ۶ × اضافه ͹گی ۱۵ .(͹گی ۳۰ (برای ۱۱۰ = ۸۰ + ۳۰ = ۴×۲۰ + ۳۰ .۲۱

■ .2x1 < 2x2 ⇒ 2x1 + 3 < 2x2 + 3 :x1 < x2 فرض .۲۲

پیشنهادی منابع ۱۱ .۸

.۵ فصل مدیریت. برای پایه ریاضیات .(۱۳۹۸) م. پورکاظمͬ، ●

.۵ فصل مدیریت. در آن کاربرد و ریاضیات .(۱۳۹۹) م. رنجبران، ●

.۵ فصل عمومͬ. ریاضیات .(۱۳۹۷) م. نیͺوکار، ●

Sⅽi− Soⅽiaⅼ anⅾ Ⅼife، Ⅿanageriaⅼ، the for Ⅿatheⅿatiⅽs Appⅼieⅾ .(۲۰۱۹) T. S. Tan، ●
.۲ Ⅽh. .enⅽes

.۲ Ⅽh. .Business for Ⅿatheⅿatiⅽs .(۲۰۱۷) A. S. Saⅼzⅿan، ●

.۲ Ⅽh. .Finanⅽe anⅾ Business Eⅽonoⅿiⅽs، forⅯatheⅿatiⅽs Basiⅽ .(۲۰۱۸) E. Uⅿⅿer، ●

بازرسͬ ایست

توسعەیافته نسخه – ۵ فصل پایان
منبع ۶ | سوال ۲۲ | حل شده مثال ۱۸ | A۴ صفحه ۲۲∼ آمار:

xⅽoⅼor enuⅿiteⅿ booktabs geoⅿetry aⅿsⅿath،aⅿssyⅿb،aⅿsthⅿ [۱۲pt،a۴paper]artiⅽⅼe
xepersian hyperref tⅽoⅼorbox

ⅿargin=۲.۵ ⅽⅿ
(۱) مدیریت در آن کاربرد و ریاضیات

۱۴۰۵ مهر ۱۳ آموزشͬ معمار نفره ۵ تیم توسعەیافته) (نسخه شمارش اصول :۶ فصل

۸۳



مطالب فهرست

۸۴



دوبرابر) حجم – توسعەیافته (نسخه شمارش اصول :۶ فصل ۹

چͺیده ۱ .۹
عدد ͷی پاسخشان که ͬ شوی م مواجه سوالاتͬ با بارها مدیریت، در است. شمردن» بدون «شمردن هنر شمارش،
توزیع، مسیرهای تعداد ممͺن، تخفیف کدهای تعداد شیفت ها، در کارمندان چیدن راەهای تعداد — است بزرگ
ابزارهایی شمارش، اصول ͬ دهد. نم کفاف عمرت بشمری، دستͬ را همه بخواهͬ اگر محصول. ترکیب های تعداد
جایͽشت جایͽشت، جمع، اصل ضرب، اصل فصل، این در ͬ دهند. م انجام ثانیه چند در را کار این که هستند
مسئله هر بتوانͬ نهایی: هدف ͬ آموزی. م را مدیریتͬ گسترده کاربردهای و فاکتوریل، دوری، جایͽشت تکرار، با

برسͬ. دقیق عدد به و کنͬ تحلیل را مدیریتͬ شمارشͬ

یادگیری اهداف ۲ .۹
فاکتوریل، دوری، جایͽشت تکرار، با جایͽشت جایͽشت، جمع، اصل ضرب، اصل کند: تعریف ●

متمم. اصل

است. مناسب مسئله ͷی برای جمع) یا (ضرب اصل کدام دهد: تشخیص ●

دوری. جایͽشت تکرار، با جایͽشت ،P (n, r) ،n! کند: محاسبه ●

کند. تقسیم سادەتر مراحل به را چندمرحلەای شمارشͬ مسائل کند: تحلیل ●

شیفت. برنامەریزی تخصیص، چیدمان، رمزگذاری، مسائل کند: مدل سازی ●

نه. یا است مهم» «ترتیب مسئله آیا کند: ارزیابی ●

طنز مقدمه ۳ .۹
دارد؟» وجود مختلف شیفت ۳ در کارمند ۵ چیدن برای راه «چند بداند ͬ خواهد م انسانͬ منابع مدیر ͷی کن تصور
که حالͬ در — راه» ۱۵» یا راه» ۵» بͽوید سادەلوحانه است ممͺن کند، استفاده شمارش اصول از نباشد بلد اگر

است. شمارش اصول قدرت همان تفاوت، این است! ۲۴۳ واقعͬ پاسخ
ͷی با بشمری، ͬͺی ͬ ͺی را حالت ها همه اینکه جای به هستند: جادویی» «ماشین حساب مثل شمارش اصول
اشتباه اگر کنͬ. استفاده کجا را فرمول کدام بدانͬ باید که اینجاست مهم نکته اما ͬ رسͬ. م جواب به ساده فرمول

باشد. داشته فرق واقعیت با برابر هزاران که بیاوری دست به عددی است ممͺن کنͬ،
دنیای در اما انگشت». با «شمردن یعنͬ «شمارش» ͬ کنند م فکر افراد از بسیاری اینجاست: ماجرا طنزآمیز نکته
روز هر برای بخواهد و باشد داشته کارمند ۱۰ شرکت ͷی اگر برسد. میلیاردها به ͬ تواند م حالت ها تعداد مدیریت،
بͽیرد، نظر در هم را ترتیب بخواهد اگر است. عدد ۲۵۰ از بیش ترکیب ها تعداد دهد، تشͺیل نفره ۵ تیم ͷی هفته

ͬ شوند. م نجات بخش شمارش، اصول که اینجاست ͬ رسد. م حالت ۳۰،۰۰۰ از بیش به

اصلͬ مفاهیم ۴ .۹

فاکتوریل :۱ مفهوم ۱ .۴ .۹

است: n تا ۱ از طبیعͬ اعداد همه حاصل ضرب ،n طبیعͬ عدد ͷی فاکتوریل تعریف:

n! = n× (n− 1)× (n− 2)× · · · × 2× 1

قرارداد:
0! = 1

۸۵



راه 3! = 6 کتاب، ۳ برای مثلا́ ردیف». ͷی در متمایز شͬء n چیدن برای راه «چند یعنͬ فاکتوریل شهود:
ⅭBA. ⅭAB، BⅭA، BAⅭ، AⅭB، ABⅭ، داریم: چیدن

عددی: مثال
1! = 1 (۵۶)
2! = 2× 1 = 2 (۵۷)
3! = 3× 2× 1 = 6 (۵۸)
4! = 4× 3× 2× 1 = 24 (۵۹)
5! = 120 (۶۰)
6! = 720 (۶۱)
7! = 5040 (۶۲)
8! = 40320 (۶۳)
9! = 362880 (۶۴)
10! = 3628800 (۶۵)

ͬ کند: م رشد باورنکردنͬ سرعت با فاکتوریل انفجاری: رشد
20! ≈ 2.43× 1018

است. بیشتر ما کهͺشان ستارگان تعداد از عدد این کوینتیلیون! ۴۳ .۲ حدود یعنͬ
فاکتوریل: خواص

n! = n× (n− 1)! (۶۶)
n!

(n− 1)!
= n (۶۷)

(n+ 1)!

n!
= n+ 1 (۶۸)

سرپرست، معاون، (مدیر، مختلف جایͽاه ۵ در را همه بخواهͬ و باشͬ داشته کارمند ۵ اگر مدیریتͬ: مثال
حالت ها: تعداد بچینͬ، کارآموز) کارشناس،

5! = 120

Prinⅽipⅼe) (Ⅿuⅼtipⅼiⅽation ضرب اصل :۲ مفهوم ۲ .۴ .۹

راەها: تعداد کل باشد، داشته راه ni i⁃ام مرحله و شود انجام مرحله k در کار ͷی اگر تعریف:
n1 × n2 × · · · × nk

ͬ کنیم. م ضرب هم در را راەها تعداد شده، تشͺیل پشت سرهم مرحله چند از کار اگر ضرب. ⇒ «و» شهود:
ͬ توان م مختلف منوی چند دارد. دسر نوع ۴ و اصلͬ، غذای نوع ۵ پیش غذا، نوع ۳ رستوران ͷی ساده: مثال

داد؟ سفارش
3× 5× 4 = 60

است؟ ممͺن مختلف رمز چند باشد، ۹ تا ۰ رقم هر اگر داریم. رقمͬ ۴ رمز ͷی ساده: مثال
10× 10× 10× 10 = 10000

استراتژی ͷی منطقه) (محصول، ترکیب هر برای دارد. فروش منطقه ۴ و محصول ۵ شرکت ͷی مدیریتͬ: مثال
استراتژی ها: تعداد است. لازم بازاریابی

5× 4 = 20

چند داریم. رینگ نوع ۴ و گیربͺس، نوع ۲ موتور، نوع ۳ بدنه، رنگ ۶ خودرو، ͷی تولید در مدیریتͬ: مثال
کرد؟ تولید ͬ توان م خودرو مختلف نسخه

6× 3× 2× 4 = 144

۸۶



Prinⅽipⅼe) (Aⅾⅾition جمع اصل :۳ مفهوم ۳ .۴ .۹

راەها: کل باشد، داشته راه ni i⁃ام روش و شود انجام (ناسازگار) جداگانه روش k به کار ͷی اگر تعریف:

n1 + n2 + · · ·+ nk

ͬ کنیم. م جمع را راەها تعداد شود، انجام مستقل روش چند از کار اگر جمع. ⇒ «یا» شهود:
راەها: تعداد برود. دانشͽاه به خط) ۲) مترو با یا خط) ۳) اتوبوس با یا ͬ تواند م دانشجو ͷی ساده: مثال

3 + 2 = 5

طریق از یا زنجیره) ۵) زنجیرەای فروشͽاەهای طریق از یا را محصولش ͬ تواند م شرکت ͷی مدیریتͬ: مثال
توزیع: کانال های تعداد کند. توزیع نمایندگͬ) ۴) نمایندگͬ طریق از یا پلتفرم) ۳) آنلاین فروش

5 + 3 + 4 = 12

باشند. نداشته هم پوشانͬ یعنͬ — باشند «ناسازگار» روش ها که ͬ کند م کار وقتͬ فقط جمع اصل مهم: نکته
کرد. استفاده شمول⁃طرد اصل از باید باشد، هم پوشانͬ اگر

جمع اصل و ضرب اصل تفاوت :۴ مفهوم ۴ .۴ .۹

طلایی: قاعده

ضرب. اصل ⇒ هستند «وابسته» و «پشت سرهم» مراحل اگر ●

جمع. اصل ⇒ هستند «مستقل» و «موازی» روش ها اگر ●

مقایسەای: مثال

ضرب). (اصل 3× 4 = 12⇒ بپوشم؟» ͬ توانم م لباس دست چند دارم. شلوار ۴ و پیراهن ۳» ●

جمع). (اصل 3 + 4 = 7⇒ دارم؟» انتخاب چند دارم. شلوار ۴ یا پیراهن ۳» ●

(Perⅿutation) جایͽشت :۵ مفهوم ۵ .۴ .۹

ترتیب): اهمیت (با جایͽاه r در شͬء r چیدن راەهای تعداد متمایز، شͬء n از شͬء r جایͽشت تعریف:

P (n, r) =
n!

(n− r)!

است. مهم بنشیند کجا نفر کدام — صندلͬ ۳ در نفر ۳ چیدن مثلا́ است». مهم «ترتیب یعنͬ جایͽشت شهود:
بازگشتͬ: فرمول

P (n, r) = n× (n− 1)× (n− 2)× · · · × (n− r + 1)

:r = n اگر خاص: حالت
P (n, n) = n!

.P (5, 3) = 5!
2!
= 5× 4× 3 = 60 ساده: مثال

.P (10, 2) = 10× 9 = 90 ساده: مثال
انتخاب سرپرست و معاون مدیر، بەعنوان را نفر ۳ ͬ خواهیم م داریم. کارمند ۸ شرکت ͷی در مدیریتͬ: مثال

راەها: تعداد کنیم.
P (8, 3) = 8× 7× 6 = 336

رمزها: تعداد .۹ تا ۱ اعداد از تکرار بدون رقمͬ ۴ رمز ͷی مدیریتͬ: مثال

P (9, 4) = 9× 8× 7× 6 = 3024

۸۷



Repetition) with (Perⅿutation تکرار با جایͽشت :۶ مفهوم ۶ .۴ .۹

k⁃ام نوع از یͺسان شͬء nk ،... دوم، نوع از یͺسان شͬء n2 اول، نوع از یͺسان شͬء n1 شͬء، n از اگر تعریف:
متمایز: جایͽشت های تعداد ،(

∑
ni = n (که باشیم داشته

n!

n1!× n2!× · · · × nk!

کنیم. تقسیم باید و ͬ شوند م تکراری جایͽشت ها بعضͬ داریم، یͺسان اشیاء وقتͬ شهود:
یͺسان: A دو و یͺسان Ⅿ دو A. Ⅿ، A، Ⅿ، حروف: چید؟ ͬ توان م طور چند را «ⅯAⅯA» کلمه ساده: مثال

4!

2!× 2!
=

24

4
= 6

یͺسان: O دو K. O، O، B، حروف: چید؟ ͬ توان م طور چند را «BOOK» کلمه ساده: مثال

4!

2!
=

24

2
= 12

کارمندان اگر دهد. قرار دفتر ۵ در را عادی کارمند ۲ و ارشد کارمند ۳ ͬ خواهد م شرکت ͷی مدیریتͬ: مثال
شوند: گرفته نظر در یͺسان هم رده

5!

3!× 2!
=

120

12
= 10

Perⅿutation) (Ⅽirⅽuⅼar دوری جایͽشت :۷ مفهوم ۷ .۴ .۹

دایره: ͷی در متمایز شͬء n چیدن راەهای تعداد تعریف:

(n− 1)!

را بقیه و ͬ کنیم م ثابت را نفر ͷی پس ͬ شوند. م گرفته نظر در یͺسان چرخش ها دایرەای، چیدمان در شهود:
ͬ چینیم. م

چیدمان ها: تعداد گرد. میز ͷی دور نفر ۴ ساده: مثال

(4− 1)! = 3! = 6

چیدمان ها: تعداد ͬ نشینند. م گرد کنفرانس میز ͷی دور مدیر ۵ مدیریتͬ: مثال

(5− 1)! = 4! = 24

باشد: مهم ترتیب اگر جلسه. برای گرد میز ͷی دور کارمند ۶ مدیریتͬ: مثال

(6− 1)! = 120

ͬ کنیم: م هم ۲ بر تقسیم باشد، دستبند) (مثل آینەای تقارن با دایرەای چیدمان اگر نکته:

(n− 1)!

2

۸۸



Prinⅽipⅼe) (Ⅽoⅿpⅼeⅿent متمم اصل :۸ مفهوم ۸ .۴ .۹

است: ͬ خواهیم» م «آنچه شمردن از سادەتر ͬ خواهیم» نم «آنچه شمردن گاهͬ تعریف:

مطلوب تعداد = کل − نامطلوب تعداد

کن. استفاده متمم از است، سخت مستقیم شمردن اگر شهود:
رمزهایی .= 104 = 10000 رمزها کل باشد؟ ۷ آن رقم ͷی حداقل که دارد وجود رقمͬ ۴ رمز چند ساده: مثال

پاسخ: .= 94 = 6561 ندارند ۷ هیچ که

10000− 6561 = 3439

داشته خانم ͷی حداقل که داد تشͺیل ͬ توان م نفره ۴ تیم چند دارد. کارمند ۱۰ شرکت ͷی مدیریتͬ: مثال
خانم) ۴ آقا، ۶ (فرض: باشد؟

نفره ۴ تیم های کل =

(
10

4

)
= 210 (۶۹)

خانم بدون تیم های =
(
6

4

)
= 15 (۷۰)

خانم ͷی حداقل = 210− 15 = 195 (۷۱)

پیش درآمد – (Ⅽoⅿbination) ترکیب :۹ مفهوم ۹ .۴ .۹

ترتیب): اهمیت (بدون شͬء n از شͬء r ترکیب تعریف:

C(n, r) =

(
n

r

)
=

n!

r!(n− r)!

جایͽشت: با تفاوت

سرپرست). معاون، (مدیر، است مهم ترتیب جایͽشت: ●

نفره). ۳ (تیم نیست مهم ترتیب ترکیب: ●

داد؟ تشͺیل ͬ توان م نفره ۳ تیم چند کارمند، ۱۰ از مدیریتͬ: )مثال
10

3

)
=

10!

3!× 7!
= 120

ͬ شود. م بررسͬ کامل بەطور ۷ فصل در ترکیب نکته:

شمارشͬ مسائل در تشخیص قواعد :۱۰ مفهوم ۱۰ .۴ .۹

تصمیم: درخت

۸۹



پاسخ سوال

ترکیب نه: اگر جایͽشت؛ بله: اگر است؟ مهم ترتیب آیا
ساده جایͽشت̸ترکیب نه: اگر تکرار؛ با جایͽشت یا توان بله: اگر است؟ مجاز تکرار آیا
ضرب اصل بله: اگر است؟ پشت سرهم مراحل آیا
جمع اصل بله: اگر است؟ موازی روش های آیا
متمم اصل بله: اگر است؟ سخت مستقیم شمارش آیا

حل شده مثال های ۵ .۹

حل شده مثال

ساده ضرب اصل :۱ مثال
قهوه، ͷی) مختلف سفارش چند دارد. آبمیوه نوع ۲ و شیرینͬ نوع ۳ قهوه، نوع ۴ کافه ͷی مسئله: صورت

است؟ ممͺن آبمیوه) ͷی شیرینͬ، ͷی
آبمیوه. سپس شیرینͬ، سپس قهوه، انتخاب است: چندمرحلەای مسئله ͷی این :۱ مرحله

.4× 3× 2 = 24 ضرب: اصل طبق :۲ مرحله
مختلف. سفارش ۲۴ نتیجه:

حل شده مثال

جمع اصل :۲ مثال
مسیر ۲ یا جنوبی مسیر ۳ شمالͬ، مسیر ۴ از دانشͽاه به رسیدن برای ͬ تواند م دانشجو ͷی مسئله: صورت

دارد؟ راه چند کند. استفاده شرقͬ
جنوبی). هم رفت شمالͬ هم ͬ توان (نم ناسازگارند مسیرها :۱ مرحله

.4 + 3 + 2 = 9 جمع: اصل طبق :۲ مرحله
راه. ۹ نتیجه:

حل شده مثال

جمع و ضرب اصل ترکیب :۳ مثال
برای کند. عرضه خارجͬ) و (داخلͬ بازار ۲ در را جدید محصول ͷی ͬ خواهد م شرکت ͷی مسئله: صورت

باشد؟ داشته ͬ تواند م کلͬ برنامه چند دارد. استراتژی ۴ خارجͬ بازار برای و استراتژی ۳ داخلͬ بازار
راه. ۳ داخلͬ: فقط بͽیرد تصمیم اگر :۱ مرحله

راه. ۴ خارجͬ: فقط اگر :۲ مرحله
راه. 3× 4 = 12 دو: هر اگر :۳ مرحله

.3 + 4 + 12 = 19 کل: :۴ مرحله
برنامه. ۱۹ نتیجه:

حل شده مثال

فاکتوریل :۴ مثال
کن. ساده را 8!

6!
مسئله: صورت

.8! = 8× 7× 6! :۱ مرحله
.8×7×6!

6!
= 8× 7 = 56 :۲ مرحله

.۵۶ نتیجه:

۹۰



حل شده مثال

جایͽشت :۵ مثال
دارد؟ وجود قفسه در کتاب ۳ چیدن برای راه چند مختلف، کتاب ۷ از مسئله: صورت

سوم). دوم، اول، (کتاب است مهم ترتیب :۱ مرحله
.P (7, 3) = 7× 6× 5 = 210 :۲ مرحله

راه. ۲۱۰ نتیجه:

حل شده مثال

تکرار با جایͽشت :۶ مثال
چید؟ ͬ توان م طور چند را «BANANA» کلمه مسئله: صورت

حرف. ۶ کل .(۲) N ،(۳) A ،(۱) B حروف: :۱ مرحله
. 6!
1!×3!×2!

= 720
6×2

= 720
12

= 60 :۲ مرحله
چیدمان. ۶۰ نتیجه:

حل شده مثال

دوری جایͽشت :۷ مثال
است؟ ممͺن چیدمان چند ͬ نشینند. م گرد میز ͷی دور نفر ۸ مسئله: صورت

.(n− 1)! دوری: جایͽشت فرمول :۱ مرحله
.(8− 1)! = 7! = 5040 :۲ مرحله

چیدمان. ۵۰۴۰ نتیجه:

حل شده مثال

متمم اصل :۸ مثال
آن رقم ͷی حداقل که دارد وجود رمز چند مجاز). تکرار با ،۹ −۰ (اعداد رقمͬ ۵ رمز ͷی مسئله: صورت

باشد؟ زوج
.105 = 100000 رمزها: کل :۱ مرحله

.55 = 3125 :(۱،۳،۵،۷،۹ فرد اعداد (فقط زوج رقم بدون رمزهای :۲ مرحله
.100000− 3125 = 96875 زوج: ͷی حداقل :۳ مرحله

رمز. ۹۶،۸۷۵ نتیجه:

حل شده مثال

شیفت برنامەریزی :۹ مثال
شوند توزیع شیفت ها در باید پرستار ۶ دارد. شب) عصر، (صبح، شیفت ۳ بیمارستان ͷی مسئله: صورت

است؟ ممͺن راه چند پرستار). ۲ شیفت (هر
.
(
6
2

)
= 15 صبح: برای پرستار ۲ انتخاب :۱ مرحله

.
(
4
2

)
= 6 ͬ مانده: باق نفر ۴ از عصر برای پرستار ۲ انتخاب :۲ مرحله

.
(
2
2

)
= 1 شب: برای آخر نفر ۲ :۳ مرحله

.15× 6× 1 = 90 ضرب: اصل طبق :۴ مرحله
راه. ۹۰ نتیجه:

۹۱



حل شده مثال

تخفیف کد :۱۰ مثال
انگلیسͬ) حرف ۲۶ (از اول حرف ۲ بسازد: کاراکتری ۶ تخفیف کد ͬ خواهد م فروشͽاه ͷی مسئله: صورت

است؟ ممͺن کد چند رقم). ۱۰ (از رقم ۴ و
.262 = 676 حرف: ۲ :۱ مرحله

.104 = 10000 رقم: ۴ :۲ مرحله
.676× 10000 = 6,760,000 :۳ مرحله

ممͺن. کد میلیون ۷۶ .۶ نتیجه:

حل شده مثال

شبͺەای مسیرهای :۱۱ مثال
(U). بالا و (R) راست حرکت با فقط برود، (4, 3) به (0, 0) نقطه از ͬ خواهد م مدیر ͷی مسئله: صورت

است؟ ممͺن مسیر چند
حرکت). ۷ (کل باشیم داشته U بار ۳ و R بار ۴ باید :۱ مرحله

. 7!
4!×3!

= 5040
24×6

= 5040
144

= 35 متمایز: جایͽشت های تعداد :۲ مرحله
مسیر. ۳۵ نتیجه:

حل شده مثال

وظایف تخصیص :۱۲ مثال
ممͺن تخصیص راه چند ͬ گیرد. م وظیفه ͷی فقط کارمند هر مختلف. وظیفه ۴ و کارمند ۵ مسئله: صورت

است؟
راه. ۵ ͬ کنیم: م انتخاب نفر ۵ از را اول وظیفه :۱ مرحله

راه. ۴ ͬ مانده: باق نفر ۴ از دوم وظیفه :۲ مرحله
راه. ۳ نفر: ۳ از سوم وظیفه :۳ مرحله

راه. ۲ نفر: ۲ از چهارم وظیفه :۴ مرحله
.5× 4× 3× 2 = 120 :۵ مرحله

راه. ۱۲۰ نتیجه:

حل شده مثال

محدودیت با شمارش :۱۳ مثال
باشد؟ فرد آن یͺان رقم و ۷ آن هزارگان رقم که دارد وجود رقمͬ ۴ عدد چند مسئله: صورت

راه. ۱ :۷ ثابت هزارگان رقم :۱ مرحله
.(۱،۳،۵،۷،۹) راه ۵ فرد: یͺان رقم :۲ مرحله

راه. ۱۰ صدگان: رقم :۳ مرحله
راه. ۱۰ دهͽان: رقم :۴ مرحله

.1× 10× 10× 5 = 500 :۵ مرحله
عدد. ۵۰۰ نتیجه:

۹۲



حل شده مثال

یͺسان اشیاء با جایͽشت :۱۴ مثال
در آن ها چیدن برای راه چند ͬ کنند. م شرکت کارآموز ۱ و کارشناس ۲ مدیر، ۳ جلسه ͷی در مسئله: صورت

شوند)؟ گرفته نظر در یͺسان هم رده (افراد دارد وجود ردیف ͷی
نفر. ۶ کل :۱ مرحله

. 6!
3!×2!×1!

= 720
6×2

= 60 :۲ مرحله
چیدمان. ۶۰ نتیجه:

حل شده مثال

تیم شمارش :۱۵ مثال
چند باشد. داشته منشͬ و رئیس که کنیم انتخاب نفره ۴ تیم ͷی ͬ خواهیم م دانشجو، ۱۲ از مسئله: صورت

است؟ ممͺن راه
.P (12, 2) = 132 منشͬ: و رئیس برای نفر ۲ انتخاب :۱ مرحله

.
(
10
2

)
= 45 نفر: ۱۰ از دیͽر نفر ۲ انتخاب :۲ مرحله

.132× 45 = 5940 :۳ مرحله
راه. ۵۹۴۰ نتیجه:

حل شده مثال

متمم اصل با شمارش :۱۶ مثال
حضور جنس دو هر که داد تشͺیل ͬ توان م نفره ۴ تیم چند خانم)، ۴ آقا، ۶) کارمند ۱۰ از مسئله: صورت

باشند؟ داشته
.
(
10
4

)
= 210 تیم ها: کل :۱ مرحله

.
(
6
4

)
= 15 آقا: فقط تیم های :۲ مرحله

.
(
4
4

)
= 1 خانم: فقط تیم های :۳ مرحله

.210− 15− 1 = 194 مختلط: تیم های :۴ مرحله
تیم. ۱۹۴ نتیجه:

حل شده مثال

محدودیت با رمز شمارش :۱۷ مثال
شود؟ شروع فرد رقم با که دارد وجود رمز چند تکرار). (بدون ۹ تا ۱ اعداد از رقمͬ ۴ رمز مسئله: صورت

.(۱،۳،۵،۷،۹) انتخاب ۵ فرد: اول رقم :۱ مرحله
.P (8, 3) = 8× 7× 6 = 336 ͬ مانده: باق رقم ۸ از بعدی رقم سه :۲ مرحله

.5× 336 = 1680 :۳ مرحله
رمز. ۱۶۸۰ نتیجه:

۹۳



حل شده مثال

صندلͬ شمارش :۱۸ مثال
ممͺن چیدمان چند باشند، هم کنار زوج هر اگر ͬ نشینند. م گرد میز ͷی دور نفر) ۸) زوج ۴ مسئله: صورت

است؟
واحد. ۴ بͽیر: نظر در واحد ͷی را زوج هر :۱ مرحله

.(4− 1)! = 6 واحد: ۴ دوری چیدمان :۲ مرحله
.24 = 16 داخلͬ: حالت ۲ زوج هر :۳ مرحله

.6× 16 = 96 :۴ مرحله
چیدمان. ۹۶ نتیجه:

رایج اشتباهات ۶ .۹

رایج اشتباه

پشت سرهم. مسائل در جمع اصل از استفاده :۱ اشتباه
کن. استفاده ضرب از وابستەاند، مراحل اگر پیشͽیری: راه

ممنوع. تکرار کردن فراموش :۲ اشتباه
ͬ شود. م کم گزینەها از ͬͺی بار هر جایͽشت، در پیشͽیری: راه

ترتیب. اهمیت کردن فراموش :۳ اشتباه
دارد؟» فرق (B،A) با (A،B) «آیا بپرس: پیشͽیری: راه

بزرگ. اعداد فاکتوریل در اشتباه :۴ اشتباه
کن. استفاده کسری سادەسازی از پیشͽیری: راه

تکرار. با جایͽشت در ni! بر تقسیم کردن فراموش :۵ اشتباه
بشمار. جدا را یͺسان اشیاء پیشͽیری: راه

دوری. چیدمان در (n− 1)! بەجای n! از استفاده :۶ اشتباه
کن. ثابت را نفر ͷی دوری، چیدمان در پیشͽیری: راه

جمع. اصل در ناسازگاری بررسͬ کردن فراموش :۷ اشتباه
کن. استفاده شمول⁃طرد اصل از دارد، هم پوشانͬ اگر پیشͽیری: راه

۹۴



مدیریت در کاربرد ۷ .۹

مدیریتͬ کاربرد

شیفت برنامەریزی :۱ کاربرد
ͬ کنند. م استفاده شمارش اصول از شیفت ها به کارکنان تخصیص برای کارخانەها و بیمارستان ها

رمز و کد تولید :۲ کاربرد
ͬ کنند. م استفاده ضرب اصل از یͺتا شناسەهای و عبور، رمز تخفیف، کدهای تولید برای فناوری شرکت های

توزیع و مسیریابی :۳ کاربرد
ͬ کنند. م استفاده مسیرها شمارش از توزیع بهینه مسیرهای یافتن برای پخش شرکت های

وظایف تخصیص :۴ کاربرد
ͬ کنند. م استفاده ترکیب و جایͽشت از تیم اعضای به وظایف تخصیص برای پروژه مدیران

محصول ترکیب تحلیل :۵ کاربرد
ͬ شود. م استفاده ضرب اصل از آپشن ها) موتور، (رنگ، محصول ͷی مختلف نسخەهای تعداد پیش بینͬ برای

ͷریس تحلیل :۶ کاربرد
ͬ شود. م محاسبه شمارش اصول با ممͺن سناریوهای تعداد ،ͷریس مدیریت در

فصل خلاصه ۸ .۹

کاربرد فرمول مفهوم

کامل چیدمان n! فاکتوریل
پشت سرهم مراحل n1 × n2 × · · · ضرب اصل
موازی روش های n1 + n2 + · · · جمع اصل
مهم ترتیب P (n, r) = n!

(n−r)!
جایͽشت

یͺسان اشیاء n!
n1!···nk!

تکرار با جایͽشت
دایرەای چیدمان (n− 1)! دوری جایͽشت
غیرمستقیم شمارش نامطلوب − کل متمم اصل

خودآزمایی ۹ .۹
سوال) ۱۵) چهارگزینەای ۱ .۹ .۹

است؟ چند 5! .۱

۲۵ آ)

۶۰ ب)

۱۲۰ ج)

۷۲۰ د)

است؟ چند P (6, 2) .۲

۱۲ آ)

۳۰ ب)

۹۵



۳۶ ج)

۷۲۰ د)

دارد؟ چیدمان چند «ABAB» کلمه .۳

۴ آ)

۶ ب)

۱۲ ج)

۲۴ د)

چیدمان؟ چند گرد. میز دور نفر ۵ .۴

۵ آ)

۲۴ ب)

۱۲۰ ج)

۷۲۰ د)

منو؟ چند دسر. ۲ اصلͬ، ۴ پیش غذا، ۳ رستوران ͷی .۵

۹ آ)

۱۲ ب)

۲۴ ج)

۳۶ د)

مختلف؟ جایͽاه ۳ برای نفر ۳ انتخاب برای راه چند نفر، ۸ از .۶

۲۴ آ)

۵۶ ب)

۳۳۶ ج)

۴۰۳۲۰ د)

رمز؟ چند تکرار. با ۹ −۰ اعداد از رقمͬ ۳ رمز .۷

۳۰ آ)

۱۰۰ ب)

۷۲۰ ج)

۱۰۰۰ د)

۵؟ تا ۱ از متمایز ارقام با رقمͬ ۳ عدد چند .۸

۱۰ آ)

۹۶



۲۰ ب)

۶۰ ج)

۱۲۵ د)

است؟ چند 10!
8!

.۹

۱۸ آ)

۹۰ ب)

۱۰۰ ج)

۷۲۰ د)

دارد؟ چیدمان چند «ⅯISS» کلمه .۱۰

۴ آ)

۱۲ ب)

۲۴ ج)

۲۵۶ د)

چیدمان؟ چند هم. کنار زوج های با گرد میز دور زوج ۴ .۱۱

۴۸ آ)

۹۶ ب)

۱۹۲ ج)

۳۸۴ د)

نفره؟ ۳ تیم چند نفر، ۱۰ از .۱۲

۳۰ آ)

۱۲۰ ب)

۷۲۰ ج)

۱۰۰۰ د)

باشد؟ زوج آن ارقام همه که دارد وجود رقمͬ ۴ عدد چند .۱۳

۴۰۰ آ)

۵۰۰ ب)

۶۲۵ ج)

۱۰۰۰ د)

است؟ چند 0! .۱۴

۹۷



۰ آ)

۱ ب)

نشده تعریف ج)

∞ د)

مسیر؟ چند U، و R با (3, 2) به (0, 0) مسیر در .۱۵

۵ آ)

۱۰ ب)

۲۰ ج)

۳۲ د)

سوال) ۸) تشریحͬ ۲ .۹ .۹

قفسه؟ در کتاب ۴ چیدن برای راه چند مختلف، کتاب ۷ از .۱۶
دارد؟ چیدمان چند «STATISTIⅭS» کلمه .۱۷

چیدمان؟ چند باشند، هم کنار خاص نفر ۲ اگر گرد. میز دور نفر ۶ .۱۸
خانم؟ ۲ حداقل با نفره ۵ تیم چند خانم)، ۴ آقا، ۶) کارمند ۱۰ از .۱۹

فرد؟ شروع با رمز چند تکرار. بدون ۹ تا ۱ از رقمͬ ۵ رمز .۲۰
استراتژی؟ چند دارد. توزیع کانال ۲ منطقه، ۴ محصول، ۳ شرکت ͷی .۲۱

راه؟ چند منشͬ. و رئیس با نفره ۴ تیم دانشجو، ۱۲ از .۲۲
چیدمان؟ چند باشند، هم کنار همیشه خاص نفر ۳ اگر گرد. میز دور نفر ۷ .۲۳

تشریحͬ پاسخنامه ۱۰ .۹
.5! = 120 ج) .۱

.6× 5 = 30 ب) .۲
. 4!
2!×2!

= 6 ب) .۳
.(5− 1)! = 24 ب) .۴

.3× 4× 2 = 24 ج) .۵
.P (8, 3) = 8× 7× 6 = 336 ج) .۶

.103 = 1000 د) .۷
.5× 4× 3 = 60 ج) .۸

.10× 9 = 90 ب) .۹
.4!
2!
= 12 ب) .۱۰

.(4− 1)!× 24 = 6× 16 = 96 ب) .۱۱
.
(
10
3

)
= 120 ب) .۱۲

.4× 125 = 500 کل: .53 = 125 :۰،۲،۴،۶،۸ از بعد رقم سه انتخاب. ۴ :۲،۴،۶،۸ از اول رقم ب) .۱۳
.0! = 1 قرارداد طبق ب) .۱۴

. 5!
3!×2!

= 10 ب) .۱۵
.P (7, 4) = 7× 6× 5× 4 = 840 .۱۶

. 10!
3!×3!×2!

= 3628800
72

= 50400 حرف. ۱۰ کل Ⅽ(۱). I(۲)، A(۱)، T(۳)، S(۳)، حروف: .۱۷
کل: .۲ داخلͬ: حالت .(5− 1)! = 24 دوری: چیدمان واحد. ۵ بͽیر: نظر در واحد ͷی را خاص نفر ۲ .۱۸

.24× 2 = 48
.
(
4
2

)(
6
3

)
+
(
4
3

)(
6
2

)
+
(
4
4

)(
6
1

)
= 6× 20 + 4× 15 + 1× 6 = 120 + 60 + 6 = 186 .۱۹

۹۸



.5× 1680 = 8400 کل: .P (8, 4) = 1680 :۸ از بعدی رقم ۴ انتخاب. ۵ فرد: اول رقم .۲۰
.3× 4× 2 = 24 .۲۱

.P (12, 2)×
(
10
2

)
= 132× 45 = 5940 .۲۲

کل: .3! = 6 نفر: ۳ داخلͬ حالت .(5− 1)! = 24 دوری: چیدمان واحد. ۵ واحد: ͷی را خاص نفر ۳ .۲۳
.24× 6 = 144

پیشنهادی منابع ۱۱ .۹

.۶ فصل مدیریت. برای پایه ریاضیات .(۱۳۹۸) م. پورکاظمͬ، ●

.۶ فصل مدیریت. در آن کاربرد و ریاضیات .(۱۳۹۹) م. رنجبران، ●

.۶ فصل عمومͬ. ریاضیات .(۱۳۹۷) م. نیͺوکار، ●

Sⅽi− Soⅽiaⅼ anⅾ Ⅼife، Ⅿanageriaⅼ، the for Ⅿatheⅿatiⅽs Appⅼieⅾ .(۲۰۱۹) T. S. Tan، ●
.۶ Ⅽh. .enⅽes

.۶ Ⅽh. .Business for Ⅿatheⅿatiⅽs .(۲۰۱۷) A. S. Saⅼzⅿan، ●

.۶ Ⅽh. .Finanⅽe anⅾ Business Eⅽonoⅿiⅽs، forⅯatheⅿatiⅽs Basiⅽ .(۲۰۱۸) E. Uⅿⅿer، ●

بازرسͬ ایست

توسعەیافته نسخه – ۶ فصل پایان
منبع ۶ | سوال ۲۳ | حل شده مثال ۱۸ | A۴ صفحه ۲۰∼ آمار:

xⅽoⅼor enuⅿiteⅿ booktabs geoⅿetry aⅿsⅿath،aⅿssyⅿb،aⅿsthⅿ [۱۲pt،a۴paper]artiⅽⅼe
xepersian hyperref tⅽoⅼorbox

ⅿargin=۲.۵ ⅽⅿ
(۱) مدیریت در آن کاربرد و ریاضیات

۱۴۰۵ مهر ۱۳ آموزشͬ معمار نفره ۵ تیم توسعەیافته) (نسخه ترکیبی آنالیز :۷ فصل

مطالب فهرست

۹۹



دوبرابر) حجم – توسعەیافته (نسخه ترکیبی آنالیز :۷ فصل ۱۰

چͺیده ۱ .۱۰
— شوی آشنا «ترکیب» با که است آن وقت حالا شدی. آشنا فاکتوریل و جایͽشت شمارش، اصول با قبل فصل در
پاسͺال، مثلث دوجملەای، قضیه برای پایەای ترکیب، ͬ آید. م کار به نیست» مهم «ترتیب وقتͬ که قدرتمندی ابزار
مثلث دوجملەای، قضیه ترکیبیاتͬ، اتحادهای آن، خواص ترکیب، فصل، این در است. مدیریتͬ مسائل از بسیاری و
حل را ترتیب» بدون «انتخاب مسئله هر بتوانͬ نهایی: هدف ͬ آموزی. م را مدیریتͬ گسترده کاربردهای و پاسͺال،

ببری. بهره ترکیبیاتͬ اتحادهای از پیچیدەتر، مسائل در و کنͬ

یادگیری اهداف ۲ .۱۰
ترکیبیاتͬ. اتحاد پاسͺال، مثلث دوجملەای، ضریب ترکیب، کند: تعریف ●

خاص. جملات دوجملەای، بسط ،
(
n
r

)
کند: محاسبه ●

پاسͺال. اتحاد تقارن، ترکیب، خواص کند: تحلیل ●

جبری. و ترکیبیاتͬ استدلال با ترکیبیاتͬ اتحادهای کند: اثبات ●

عبارات. بسط احتمال، تحلیل منابع، تخصیص تیم، انتخاب کند: مدل سازی ●

است. مناسب تر مسئله برای جایͽشت) یا (ترکیب روش کدام کند: ارزیابی ●

طنز مقدمه ۳ .۱۰
ترکیب از نباشد بلد اگر کند. انتخاب پروژه برای نفره ۳ تیم ͷی کارمند، ۱۰ بین از ͬ خواهد م مدیر ͷی کن تصور
است! راه ۱۲۰ واقعͬ پاسخ که حالͬ در — راه» ۷۲۰ = ۸ × ۹ × ۱۰» بͽوید سادەلوحانه است ممͺن کند، استفاده
تفاوت این است. ͬͺی رضا علͬ، حسن، تیم با حسن رضا، علͬ، تیم نیست: مهم ترتیب نفره، ۳ تیم در چون چرا؟

است. ترکیب و جایͽشت تفاوت همان راهͬ، ۶۰۰
تیم در کسانͬ چه که است این مهم شد، انتخاب اول کͬ نیست مهم است: فوتبال» تیم «انتخاب مثل ترکیب

سوم. کͬ دوم، کͬ شد، اول کͬ است مهم است: برنز» نقره، طلا، مدال «چیدن مثل جایͽشت هستند.
فرمول از اشتباهاً و هستند» ͬͺی جایͽشت و «ترکیب ͬ کنند م فکر افراد از بسیاری اینجاست: ماجرا طنزآمیز نکته
انتخاب مثلا́ — شود منجر غلط تصمیم گیری به ͬ تواند م اشتباه این مدیریت، دنیای در اما ͬ کنند. م استفاده اشتباه
«اشتباه از را تو فصل، این پس شود. اشتباه بودجەریزی و شود حساب راه ۷۲۰ راه، ۱۲۰ بەجای نفر ۱۰ از نفره ۳ تیم

ͬ برد. م ترکیبیاتͬ» «دقت به رایج»

اصلͬ مفاهیم ۴ .۱۰

شهود و تعریف – ترکیب :۱ مفهوم ۱ .۴ .۱۰

است: ترتیب اهمیت بدون شͬء r انتخاب راەهای تعداد متمایز، شͬء n از شͬء r ترکیب تعریف:

C(n, r) =

(
n

r

)
=

n!

r!(n− r)!

ترتیبی». چه «به نه شوند»، انتخاب کسانͬ «چه یعنͬ ترکیب شهود:

۱۰۰



جایͽشت: با بنیادین تفاوت

P (n, r) =
n!

(n− r)!
مهم) (ترتیب (۷۲)

C(n, r) =
n!

r!(n− r)!
نیست) مهم (ترتیب (۷۳)

ترکیب: و جایͽشت بین رابطه
P (n, r) = r!× C(n, r)

دارد. وجود جایͽشت r! نفره، r ترکیب هر برای یعنͬ
.
(
5
2

)
= 5!

2!×3!
= 120

2×6
= 10 عددی: مثال

ترتیب)؟ اهمیت (بدون کتاب ۲ انتخاب برای راه چند کتاب، ۵ از ساده: )مثال
5

2

)
= 10

داد؟ تشͺیل ͬ توان م نفره ۳ تیم چند کارمند، ۱۰ از مدیریتͬ: )مثال
10

3

)
=

10!

3!× 7!
= 120

ترکیب خواص :۲ مفهوم ۲ .۴ .۱۰

تقارن: – ۱ )خاصیت
n

r

)
=

(
n

n− r

)
)اثبات:

n

n− r

)
=

n!

(n− r)!(n− (n− r))!
=

n!

(n− r)!r!
=

(
n

r

)
■

است. شͬء n− r گذاشتن کنار مثل شͬء، n از شͬء r انتخاب شهودی: تفسیر
.
(
10
3

)
=

(
10
7

)
= 120 مثال:

خاص: مقادیر – ۲ )خاصیت
n

0

)
= 1 (۷۴)(

n

1

)
= n (۷۵)(

n

n

)
= 1 (۷۶)(

n

n− 1

)
= n (۷۷)

پاسͺال: اتحاد – ۳ )خاصیت
n

r

)
=

(
n− 1

r − 1

)
+

(
n− 1

r

)

۱۰۱



جبری: )اثبات
n− 1

r − 1

)
+

(
n− 1

r

)
=

(n− 1)!

(r − 1)!(n− r)!
+

(n− 1)!

r!(n− 1− r)!
(۷۸)

=
(n− 1)!

(r − 1)!(n− r)!
· r
r
+

(n− 1)!

r!(n− r − 1)!
· n− r

n− r
(۷۹)

=
r(n− 1)! + (n− r)(n− 1)!

r!(n− r)!
(۸۰)

=
n(n− 1)!

r!(n− r)!
=

n!

r!(n− r)!
=

(
n

r

)
■ (۸۱)

r− 1 (انتخاب است تیم در او یا بͽیر. نظر در را خاص نفر ͷی نفر، n از نفر r انتخاب برای ترکیبیاتͬ: تفسیر
ͬ مانده). باق نفر n− 1 از نفر r (انتخاب نیست یا ͬ مانده)، باق نفر n− 1 از نفر

ضرایب: جمع – ۴ خاصیت
n∑

r=0

(
n

r

)
= 2n

و دارد عضو r بەاندازه زیرمجموعه هر است. 2n عضوی n مجموعه ͷی زیرمجموعەهای کل تعداد تفسیر:
دارد. وجود آن انتخاب برای راه

(
n
r

)
متناوب: جمع – ۵ خاصیت

n∑
r=0

(−1)r
(
n

r

)
= 0

Theoreⅿ) (Binoⅿiaⅼ دوجملەای قضیه :۳ مفهوم ۳ .۴ .۱۰

:b و a هر و n طبیعͬ عدد هر برای تعریف:

(a+ b)n =
n∑

r=0

(
n

r

)
an−rbr

صریح: بسط

(a+ b)n =

(
n

0

)
an +

(
n

1

)
an−1b+

(
n

2

)
an−2b2 + · · ·+

(
n

n

)
bn

است. پرانتز n بین از bها از تا r انتخاب راەهای تعداد جمله، هر ضریب شهود:
ساده: مثال

(a+ b)2 =

(
2

0

)
a2 +

(
2

1

)
ab+

(
2

2

)
b2 = a2 + 2ab+ b2 (۸۲)

(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3 (۸۳)
(a+ b)4 = a4 + 4a3b+ 6a2b2 + 4ab3 + b4 (۸۴)
(a+ b)5 = a5 + 5a4b+ 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4 + b5 (۸۵)

عمومͬ: جمله

Tr+1 =

(
n

r

)
an−rbr

۱۰۲



بیاب. را x2 جمله .(2x+ 3)4 عددی: مثال

T3 =

(
4

2

)
(2x)2(3)2 = 6× 4x2 × 9 = 216x2

احتمال باشیم، داشته مستقل پروژه ۵ اگر است. ۷ .۰ پروژه هر موفقیت احتمال شرکت، ͷی در مدیریتͬ: مثال
پروژه: ۳ دقیقاً )موفقیت

5

3

)
(0.7)3(0.3)2 = 10× 0.343× 0.09 = 0.3087

پاسͺال مثلث :۴ مفهوم ۴ .۴ .۱۰

ͬ شود: م ساخته پاسͺال اتحاد با که دوجملەای ضرایب از مثلثͬ آرایەای تعریف:

۱
۱ ۱

۱ ۲ ۱
۱ ۳ ۳ ۱

۱ ۴ ۶ ۴ ۱
۱ ۵ ۱۰ ۱۰ ۵ ۱

است. آن بالای عدد دو حاصل جمع عدد، هر ساخت: روش
پاسͺال: مثلث خواص

است.
(
n
0

)
,
(
n
1

)
, . . . ,

(
n
n

)
شامل n⁃ام سطر ●

است. 2n برابر n⁃ام سطر مجموع ●

هستند. ۱ سطر هر انتهای و ابتدا اعداد ●

است. متقارن مثلث ●

ͬ سازند. م را ... و چهاروجهͬ مثلثͬ، اعداد بعد، به سوم سطر اعداد ●

.1 + 5 + 10 + 10 + 5 + 1 = 32 = 25 مجموع: .۱ ،۵ ،۱۰ ،۱۰ ،۵ ،۱ :۵ سطر مثال:

مهم ترکیبیاتͬ اتحادهای :۵ مفهوم ۵ .۴ .۱۰

واندرموند: – ۱ )اتحاد
m+ n

r

)
=

r∑
k=0

(
m

k

)(
n

r − k

)
است. n از شͬء r − k و m از شͬء k انتخاب معادل شͬء، m+ n از شͬء r انتخاب تفسیر:

مربعات: جمع – ۲ اتحاد
n∑

r=0

(
n

r

)2

=

(
2n

n

)
چو: اتحاد – ۳ اتحاد

n∑
r=0

(
n

r

)
= 2n

وزن: با جمع – ۴ اتحاد
n∑

r=0

r

(
n

r

)
= n · 2n−1

۱۰۳



تکرار با ترکیب :۶ مفهوم ۶ .۴ .۱۰

ترتیب): اهمیت بدون مجاز، تکرار (با شͬء نوع n از شͬء r انتخاب راەهای تعداد )تعریف:
n+ r − 1

r

)
است. متمایز سبد n در یͺسان توپ r تقسیم مثل شهود:

مجاز)؟ تکرار (با مختلف طعم ۴ از بستنͬ ۳ خرید برای راه چند ساده: )مثال
4 + 3− 1

3

)
=

(
6

3

)
= 20

است؟ ممͺن راه چند کند. تقسیم دپارتمان ۴ بین را بودجه واحد ۱۰ ͬ خواهد م مدیر ͷی مدیریتͬ: )مثال
4 + 10− 1

10

)
=

(
13

10

)
=

(
13

3

)
= 286

احتمال در کاربرد :۷ مفهوم ۷ .۴ .۱۰

ترکیبیاتͬ: احتمال تعریف

P (A) =
مطلوب حالت های تعداد

حالت ها کل تعداد
اینکه احتمال کنیم، انتخاب تصادفͬ محصول ۴ اگر است. معیوب محصول ۳ محصول، ۱۰ از مدیریتͬ: مثال

باشد: معیوب محصول ۱ دقیقاً

P =

(
3
1

)(
7
3

)(
10
4

) =
3× 35

210
=

105

210
= 0.5

منابع تخصیص در کاربرد :۸ مفهوم ۸ .۴ .۱۰

است؟ ممͺن راه چند یابد، تخصیص تیم ͷی به پروژه هر اگر دارد. تیم ۳ و پروژه ۵ شرکت ͷی مدیریتͬ: مثال

35 = 243

بͽیرد: پروژه ͷی حداکثر تیم هر اگر
P (5, 3) = 60

پروژه: ͷی حداکثر تیم هر و نباشد مهم ترتیب )اگر
5

3

)
= 10

حل شده مثال های ۵ .۱۰

حل شده مثال

ترکیب محاسبه :۱ مثال
کن. حساب را

(
8
3

)
مسئله: صورت

.
(
8
3

)
= 8!

3!×5!
:۱ مرحله

.= 8×7×6
3×2×1

= 336
6

= 56 :۲ مرحله
.۵۶ نتیجه:

۱۰۴



حل شده مثال

تقارن خاصیت :۲ مثال
.
(
12
4

)
=

(
12
8

)
بده نشان مسئله: صورت
.
(
12
4

)
= 12!

4!×8!
:۱ مرحله

.
(
12
8

)
= 12!

8!×4!
:۲ مرحله

برابرند. دو هر :۳ مرحله
.
(
12
4

)
=

(
12
8

)
= 495 نتیجه:

حل شده مثال

پاسͺال اتحاد :۳ مثال
کن. حساب پاسͺال اتحاد با را

(
7
3

)
مسئله: صورت

.
(
7
3

)
=

(
6
2

)
+
(
6
3

)
:۱ مرحله

.
(
6
3

)
= 20 ،

(
6
2

)
= 15 :۲ مرحله

.15 + 20 = 35 :۳ مرحله
.۳۵ نتیجه:

حل شده مثال

دوجملەای بسط :۴ مثال
بده. بسط را (x+ 2)5 مسئله: صورت

دوجملەای: قضیه طبق :۱ مرحله

(x+ 2)5 =
5∑

r=0

(
5

r

)
x5−r2r

:۲ مرحله

=

(
5

0

)
x5 +

(
5

1

)
x4 · 2 +

(
5

2

)
x3 · 4 +

(
5

3

)
x2 · 8 +

(
5

4

)
x · 16 +

(
5

5

)
· 32 (۸۶)

= x5 + 10x4 + 40x3 + 80x2 + 80x+ 32 (۸۷)

.x5 + 10x4 + 40x3 + 80x2 + 80x+ 32 نتیجه:

حل شده مثال

بسط در خاص جمله :۵ مثال
بیاب. را x4 ضریب ،(3x− 2)6 بسط در مسئله: صورت

.Tr+1 =
(
6
r

)
(3x)6−r(−2)r عمومͬ: جمله :۱ مرحله

.6− r = 4 ⇒ r = 2 :x4 برای :۲ مرحله
.T3 =

(
6
2

)
(3x)4(−2)2 = 15× 81x4 × 4 = 4860x4 :۳ مرحله

.= 4860 ضریب نتیجه:

۱۰۵



حل شده مثال

تیم انتخاب :۶ مثال
داد؟ تشͺیل ͬ توان م نفره ۵ تیم چند کارمند، ۱۲ از مسئله: صورت

نیست. مهم ترتیب :۱ مرحله
.
(
12
5

)
= 12!

5!×7!
= 792 :۲ مرحله
تیم. ۷۹۲ نتیجه:

حل شده مثال

شرط با انتخاب :۷ مثال
خانم؟ ۲ دقیقاً با نفره ۴ تیم چند خانم)، ۴ آقا، ۶) کارمند ۱۰ از مسئله: صورت

.
(
4
2

)
= 6 :۴ از خانم ۲ انتخاب :۱ مرحله

.
(
6
2

)
= 15 :۶ از آقا ۲ انتخاب :۲ مرحله

.6× 15 = 90 ضرب: اصل طبق :۳ مرحله
تیم. ۹۰ نتیجه:

حل شده مثال

ترکیبیاتͬ احتمال :۸ مثال
۲ اینکه احتمال کنیم، انتخاب تصادفͬ محصول ۵ اگر است. معیوب ۴ محصول، ۱۵ از مسئله: صورت

باشد؟ معیوب
.
(
15
5

)
= 3003 حالت ها: کل :۱ مرحله

.
(
4
2

)(
11
3

)
= 6× 165 = 990 مطلوب: حالت های :۲ مرحله

.P = 990/3003 ≈ 0.3297 :۳ مرحله
.۳۳ .۰ حدود نتیجه:

حل شده مثال

تکرار با ترکیب :۹ مثال
است؟ ممͺن راه چند کند. تقسیم دپارتمان ۳ بین را بودجه واحد ۸ ͬ خواهد م مدیر ͷی مسئله: صورت

.r = 8 ،n = 3 با
(
n+r−1

r

)
فرمول: :۱ مرحله

.
(
3+8−1

8

)
=

(
10
8

)
=

(
10
2

)
= 45 :۲ مرحله
راه. ۴۵ نتیجه:

حل شده مثال

تیم و رئیس انتخاب :۱۰ مثال
کن. انتخاب رئیس ͷی با نفره ۴ تیم ͷی نفر، ۱۰ از مسئله: صورت

راه. ۱۰ رئیس: انتخاب :۱ مرحله
.
(
9
3

)
= 84 :۹ از دیͽر نفر ۳ انتخاب :۲ مرحله

.10× 84 = 840 :۳ مرحله
راه. ۸۴۰ نتیجه:

۱۰۶



حل شده مثال

پاسͺال مثلث :۱۱ مثال
بنویس. را پاسͺال مثلث ۶ سطر مسئله: صورت

.
(
6
6

)
= 1 ،

(
6
5

)
= 6 ،

(
6
4

)
= 15 ،

(
6
3

)
= 20 ،

(
6
2

)
= 15 ،

(
6
1

)
= 6 ،

(
6
0

)
= 1 :۱ مرحله

.26 = ۶۴ مجموع: .۱ ،۶ ،۱۵ ،۲۰ ،۱۵ ،۶ ،۱ نتیجه:

حل شده مثال

اتحاد اثبات :۱۲ مثال
.
(
n
2

)
= n(n−1)

2
کن ثابت مسئله: صورت

.
(
n
2

)
= n!

2!(n−2)!
:۱ مرحله

.= n(n−1)(n−2)!
2×(n−2)!

= n(n−1)
2

:۲ مرحله
■ شد. اثبات نتیجه:

حل شده مثال

رمزنگاری در کاربرد :۱۳ مثال
و باشد مهم ترتیب اگر است. رقم ۳ و حرف ۵ شامل که داریم کاراکتری ۸ عبور رمز ͷی مسئله: صورت

است؟ ممͺن رمز چند باشد، مجاز تکرار
.
(
8
5

)
= 56 حروف: برای ۸ از جایͽاه ۵ انتخاب :۱ مرحله

.265 حروف: با جایͽاه ۵ کردن پر :۲ مرحله
.103 ارقام: با جایͽاه ۳ کردن پر :۳ مرحله

.56× 265 × 103 ≈ 56× 11881376× 1000 ≈ 6.65× 1011 :۴ مرحله
رمز. میلیارد ۶۶۵ حدود نتیجه:

حل شده مثال

جوایز توزیع :۱۴ مثال
اهدای راه چند ͬ شود. م اهدا سوم دوم، اول، جایزه ۳ کردەاند. شرکت نفر ۲۰ مسابقه ͷی در مسئله: صورت

جوایز؟
است. مهم ترتیب :۱ مرحله

.P (20, 3) = 20× 19× 18 = 6840 :۲ مرحله
راه. ۶۸۴۰ نتیجه:

حل شده مثال

کمیته انتخاب :۱۵ مثال
ͬ توانند نم منشͬ و (رئیس کن انتخاب منشͬ ͷی و رئیس ͷی با نفره ۵ کمیته ͷی نفر، ۱۵ از مسئله: صورت

باشند). نفر ͷی
راه. ۱۵ رئیس: انتخاب :۱ مرحله

راه. ۱۴ نفر: ۱۴ از منشͬ انتخاب :۲ مرحله
.
(
13
3

)
= 286 :۱۳ از دیͽر نفر ۳ انتخاب :۳ مرحله

.15× 14× 286 = 60060 :۴ مرحله
راه. ۶۰،۰۶۰ نتیجه:

۱۰۷



حل شده مثال

واندرموند اتحاد :۱۶ مثال
.(n = 3 ،m = 4 (با کن حساب را

(
7
3

)
واندرموند، اتحاد از استفاده با مسئله: صورت

.
(
7
3

)
=

∑3
k=0

(
4
k

)(
3

3−k

)
:۱ مرحله
:۲ مرحله

=

(
4

0

)(
3

3

)
+

(
4

1

)(
3

2

)
+

(
4

2

)(
3

1

)
+

(
4

3

)(
3

0

)
(۸۸)

= 1× 1 + 4× 3 + 6× 3 + 4× 1 (۸۹)
= 1 + 12 + 18 + 4 = 35 (۹۰)

.۳۵ نتیجه:

حل شده مثال

محدودیت با انتخاب :۱۷ مثال
باشند. تیم در حتماً خاص نفر ۲ که کن انتخاب نفره ۴ تیم نفر، ۱۰ از مسئله: صورت

هستند. ثابت خاص نفر ۲ :۱ مرحله
.
(
8
2

)
= 28 ͬ مانده: باق نفر ۸ از نفر ۲ انتخاب :۲ مرحله

تیم. ۲۸ نتیجه:

حل شده مثال

منفͬ محدودیت با انتخاب :۱۸ مثال
نباشند. تیم در حتماً خاص نفر ۲ که کن انتخاب نفره ۴ تیم نفر، ۱۰ از مسئله: صورت

ͬ شوند. م حذف خاص نفر ۲ :۱ مرحله
.
(
8
4

)
= 70 نفر: ۸ از نفر ۴ انتخاب :۲ مرحله

تیم. ۷۰ نتیجه:

حل شده مثال

سەجملەای بسط :۱۹ مثال
بده. بسط را (x+ y + z)3 مسئله: صورت

چندجملەای: بسط طبق :۱ مرحله

(x+ y + z)3 =
∑ 3!

n1!n2!n3!
xn1yn2zn3

.n1 + n2 + n3 = 3 که
:۲ مرحله

= x3 + y3 + z3 + 3x2y + 3x2z + 3y2x+ 3y2z + 3z2x+ 3z2y + 6xyz (۹۱)

کامل. بسط نتیجه:

۱۰۸



حل شده مثال

حداقل احتمال :۲۰ مثال
معیوب؟ ۱ حداقل احتمال ͬ کنیم. م انتخاب محصول ۴ معیوب)، ۳) محصول ۱۰ از مسئله: صورت

.
(
10
4

)
= 210 کل: :۱ مرحله

.
(
7
4

)
= 35 معیوب: بدون :۲ مرحله

.210− 35 = 175 معیوب: ۱ حداقل :۳ مرحله
.P = 175/210 ≈ 0.833 :۴ مرحله

.۳٪ .۸۳ حدود نتیجه:

رایج اشتباهات ۶ .۱۰

رایج اشتباه

ترکیب. بەجای جایͽشت از استفاده :۱ اشتباه
است؟» مهم ترتیب «آیا بپرس پیشͽیری: راه

ترکیب. فرمول در r! بر تقسیم کردن فراموش :۲ اشتباه
کن. حفظ را

(
n
r

)
= n!

r!(n−r)!
فرمول پیشͽیری: راه

فاکتوریل. محاسبه در اشتباه :۳ اشتباه
کن. استفاده کسری سادەسازی از پیشͽیری: راه

.0 ≤ r ≤ n شرط کردن فراموش :۴ اشتباه
است. صفر ترکیب ،r > n اگر پیشͽیری: راه

دوجملەای. بسط در علامت در اشتباه :۵ اشتباه
منفͬ. و مثبت یͷ درمیان علامت ها :(a− b)n پیشͽیری: راه

چندمرحلەای. مسائل در
(
n
r

)
در ضرب کردن فراموش :۶ اشتباه

کن. ضرب و محاسبه جدا را مرحله هر پیشͽیری: راه
.
(
n+r−1

r

)
و
(
n
r

)
بین اشتباه :۷ اشتباه

کن. استفاده دوم فرمول از است، مجاز تکرار اگر پیشͽیری: راه

۱۰۹



مدیریت در کاربرد ۷ .۱۰

مدیریتͬ کاربرد

پروژه تیم انتخاب :۱ کاربرد
ͬ کنند. م استفاده ترکیب از تیم اعضای انتخاب برای پروژه مدیران

بودجه تخصیص :۲ کاربرد
ͬ شود. م مدل تکرار با ترکیب با دپارتمان ها بین بودجه تقسیم

کیفیت کنترل :۳ کاربرد
ͬ شود. م استفاده ترکیب از نمونه، در معیوب محصول وجود احتمال محاسبه برای

ͷریس تحلیل :۴ کاربرد
ͬ شود. م محاسبه ترکیب با پروژه شͺست برای ممͺن سناریوهای تعداد

تولید برنامەریزی :۵ کاربرد
منابع. محدودیت با تولید برای محصولات ترکیب انتخاب

بازاریابی :۶ کاربرد
کمپین. برای هدف مشتریان ترکیب انتخاب

مالͬ :۷ کاربرد
سهم. n بین از ممͺن سرمایەگذاری سبدهای تعداد محاسبه

فصل خلاصه ۸ .۱۰

کاربرد فرمول مفهوم

ترتیب بدون انتخاب
(
n
r

)
= n!

r!(n−r)!
ترکیب

سادەسازی
(
n
r

)
=

(
n

n−r

)
تقارن

مثلث ساخت
(
n
r

)
=

(
n−1
r−1

)
+
(
n−1
r

)
پاسͺال اتحاد

زیرمجموعه تعداد
∑(

n
r

)
= 2n ضرایب جمع

عبارات بسط (a+ b)n =
∑(

n
r

)
an−rbr دوجملەای

منابع توزیع
(
n+r−1

r

)
تکرار با ترکیب

اتحاد
(
m+n
r

)
=

∑(
m
k

)(
n

r−k

)
واندرموند

خودآزمایی ۹ .۱۰
سوال) ۱۵) چهارگزینەای ۱ .۹ .۱۰

است؟ چند
(
6
2

)
.۱

۱۲ آ)

۱۵ ب)

۳۰ ج)

۳۶ د)

است؟ چند
(
10
0

)
.۲

۰ آ)

۱۱۰



۱ ب)

۱۰ ج)

نشده تعریف د)

با: است برابر
(
n
1

)
.۳

۱ آ)

n ب)

n! ج)

n2 د)

:(x+ 1)5 در x3 ضریب .۴

۵ آ)

۱۰ ب)

۱۵ ج)

۲۰ د)

پاسͺال: مثلث ۴ سطر .۵

۱ ،۳ ،۳ ،۱ آ)

۱ ،۴ ،۶ ،۴ ،۱ ب)

۱ ،۵ ،۱۰ ،۱۰ ،۵ ،۱ ج)

۱ ،۲ ،۱ د)

است؟ چند
(
8
3

)
.۶

۲۴ آ)

۵۶ ب)

۳۳۶ ج)

۴۰۳۲۰ د)

نفره؟ ۳ تیم چند نفر، ۷ از .۷

۲۱ آ)

۳۵ ب)

۲۱۰ ج)

۵۰۴۰ د)

است؟ چند
∑4

r=0

(
4
r

)
.۸

۱۱۱



۸ آ)

۱۶ ب)

۳۲ ج)

۶۴ د)

:(x+ y)5 در x2y3 ضریب .۹

۵ آ)

۱۰ ب)

۱۵ ج)

۲۰ د)

با: است برابر
(
9
7

)
.۱۰(

9
2

)
)آ)

9
7

)
− 1 )ب)

9
9

)
)ج)

9
0

)
د)

نوع: ۳ از شͬء ۴ انتخاب تکرار: با ترکیب .۱۱

۱۵ آ)

۲۰ ب)

۳۵ ج)

۸۱ د)

است؟ چند (1 + 1)5 .۱۲

۵ آ)

۱۰ ب)

۳۲ ج)

۱۲۰ د)

است؟ چند
(
5
2

)
+
(
5
3

)
.۱۳

۱۰ آ)

۱۵ ب)

۲۰ ج)

۲۵ د)

۱۱۲



است؟ چند n ،
(
n
2

)
= 15 اگر .۱۴

۵ آ)

۶ ب)

۷ ج)

۸ د)

عضوی: ۷ مجموعه ͷی از عضوی ۳ زیرمجموعەهای تعداد .۱۵

۲۱ آ)

۳۵ ب)

۴۲ ج)

۲۱۰ د)

سوال) ۸) تشریحͬ ۲ .۹ .۱۰

کن. حساب را
(
12
4

)
.۱۶

بده. بسط را (2x− 1)4 .۱۷
بیاب. را (x+ 2)6 در x3 ضریب .۱۸

آقا؟ ۳ دقیقاً با نفره ۵ تیم چند خانم)، ۵ آقا، ۷) کارمند ۱۲ از .۱۹
.
(
n
r

)
=

(
n

n−r

)
کن ثابت .۲۰

توزیع؟ راه چند دپارتمان. ۴ بین بودجه واحد ۱۰ .۲۱
معیوب؟ ۲ دقیقاً احتمال انتخاب. محصول ۵ معیوب)، ۴) محصول ۱۵ از .۲۲

کن. حساب را مجموع و بنویس را پاسͺال مثلث ۷ سطر .۲۳

تشریحͬ پاسخنامه ۱۰ .۱۰
.
(
6
2

)
= 15 ب) .۱

.
(
10
0

)
= 1 ب) .۲

.
(
n
1

)
= n ب) .۳

.
(
5
2

)
= 10 ب) .۴

.۱ ،۴ ،۶ ،۴ ،۱ :۴ سطر ب) .۵
.
(
8
3

)
= 56 ب) .۶

.
(
7
3

)
= 35 ب) .۷

.24 = 16 ب) .۸
.
(
5
3

)
= 10 ب) .۹

.
(
9
7

)
=

(
9
2

)
= 36 الف) .۱۰

.
(
3+4−1

4

)
=

(
6
4

)
= 15 الف) .۱۱

.25 = 32 ج) .۱۲
.10 + 10 = 20 ج) .۱۳

.n(n−1)
2

= 15 ⇒ n(n− 1) = 30 ⇒ n = 6 ب) .۱۴
.
(
7
3

)
= 35 ب) .۱۵

.
(
12
4

)
= 12×11×10×9

24
= 495 .۱۶

.(2x− 1)4 = 16x4 − 32x3 + 24x2 − 8x+ 1 .۱۷

۱۱۳



.T4 =
(
6
3

)
x3 · 23 = 20× 8x3 = 160x3 .۱۸
.
(
7
3

)
×
(
5
2

)
= 35× 10 = 350 .۱۹

■ .
(

n
n−r

)
= n!

(n−r)!(n−(n−r))!
= n!

(n−r)!r!
=

(
n
r

)
.۲۰

.
(
4+10−1

10

)
=

(
13
10

)
=

(
13
3

)
= 286 .۲۱

.P =
(4
2
)(11

3
)

(15
5
)

= 6×165
3003

= 990
3003

≈ 0.3297 .۲۲

.27 = ۱۲۸ مجموع: .۱ ،۷ ،۲۱ ،۳۵ ،۳۵ ،۲۱ ،۷ ،۱ :۷ سطر .۲۳

پیشنهادی منابع ۱۱ .۱۰

.۷ فصل مدیریت. برای پایه ریاضیات .(۱۳۹۸) م. پورکاظمͬ، ●

.۷ فصل مدیریت. در آن کاربرد و ریاضیات .(۱۳۹۹) م. رنجبران، ●

.۷ فصل عمومͬ. ریاضیات .(۱۳۹۷) م. نیͺوکار، ●

Sⅽi− Soⅽiaⅼ anⅾ Ⅼife، Ⅿanageriaⅼ، the for Ⅿatheⅿatiⅽs Appⅼieⅾ .(۲۰۱۹) T. S. Tan، ●
.۶ Ⅽh. .enⅽes

.۷ Ⅽh. .Business for Ⅿatheⅿatiⅽs .(۲۰۱۷) A. S. Saⅼzⅿan، ●

.۷ Ⅽh. .Finanⅽe anⅾ Business Eⅽonoⅿiⅽs، forⅯatheⅿatiⅽs Basiⅽ .(۲۰۱۸) E. Uⅿⅿer، ●

بازرسͬ ایست

توسعەیافته نسخه – ۷ فصل پایان
منبع ۶ | سوال ۲۳ | حل شده مثال ۲۰ | A۴ صفحه ۲۲∼ آمار:

xⅽoⅼor enuⅿiteⅿ booktabs geoⅿetry aⅿsⅿath،aⅿssyⅿb،aⅿsthⅿ [۱۲pt،a۴paper]artiⅽⅼe
xepersian hyperref tⅽoⅼorbox

ⅿargin=۲.۵ ⅽⅿ
(۱) مدیریت در آن کاربرد و ریاضیات

۱۴۰۵ مهر ۱۳ آموزشͬ معمار نفره ۵ تیم توسعەیافته) (نسخه نمودار و مختصات دستگاه :۸ فصل

مطالب فهرست

۱۱۴



دوبرابر) حجم – توسعەیافته (نسخه نمودار و مختصات دستگاه :۸ فصل ۱۱

چͺیده ۱ .۱۱
چند که دهد نشان را چیزی ثانیه چند در ͬ تواند م خوب نمودار ͷی مدیریت، در است. ریاضیات بصری زبان نمودار،
شیب، میانͬ، نقطه نقطه، دو بین فاصله دکارتͬ، مختصات دستگاه فصل، این در است. عاجز بیانش از متن صفحه
نهایی: هدف ͬ آموزی. م را مدیریتͬ گسترده کاربردهای و نموداری، تبدیلات مختلف، توابع نمودار رسم خط، معادله

کنͬ. استفاده تصمیم گیری و تحلیل برای نمودار از و کنͬ مدل بصری بەصورت را مدیریتͬ پدیده هر بتوانͬ

یادگیری اهداف ۲ .۱۱
مبدأ. از عرض شیب، میانͬ، نقطه فاصله، ربع ها، دکارتͬ، مختصات دستگاه کند: تعریف ●

خط. معادله شیب، میانͬ، نقطه نقطه، دو فاصله کند: محاسبه ●

پلەای. مطلق، قدر لͽاریتمͬ، نمایی، دوم، درجه خطͬ، توابع نمودار کند: رسم ●

کشش). انعکاس، (انتقال، نموداری تبدیلات کند: تحلیل ●

بهینەسازی). بازار، تعادل سربەسر، (نقطه نمودار با مدیریتͬ مسائل کند: مدل سازی ●

است. مناسب تر داده کدام برای نمودار نوع کدام کند: ارزیابی ●

طنز مقدمه ۳ .۱۱
جدول فقط اگر دهد. ارائه را گذشته ماه ۱۲ فروش عملͺرد هیئت مدیره، جلسه در ͬ خواهد م مدیر ͷی کن تصور
نگاه ͷی در همه بͺشد، ساده خطͬ نمودار ͷی اگر اما ͬ زنند. م چرت حاضرین نصف احتمالا˟ دهد، نشان را اعداد

است. بصری سازی قدرت این بوده. پایین ماەها کدام در و بالا ماەها کدام در فروش که ͬ فهمند م
(y و x (مختصات عدد دو با که دارد خاص موقعیت ͷی نقطه، هر است: گنج» «نقشه مثل مختصات دستگاه

کنͬ. تحلیل و ببینͬ را رابطەای هر ͬ توانͬ م بخوانͬ، را نقشه این باشͬ بلد اگر ͬ شود. م مشخص
اهمیت آن به و است» تزئینͬ شͺل ͷی فقط «نمودار ͬ کنند م فکر افراد از بسیاری اینجاست: ماجرا طنزآمیز نکته
اگر مثلا́ باشد. مالͬ فاجعه ͷی و درست تصمیم ͷی بین تفاوت ͬ تواند م نمودار مدیریت، دنیای در اما ͬ دهند. نم
رأس از چون — کند ضرر بیشتر، سود بەجای تولید، افزایش با است ممͺن است، سهمͬ سود تابع که نداند مدیر

ͬ برد. م بصری» «بینایی به داده» «کوری از را تو فصل، این است. گذشته سهمͬ

اصلͬ مفاهیم ۴ .۱۱

دکارتͬ مختصات دستگاه :۱ مفهوم ۱ .۴ .۱۱

شده: تشͺیل هم بر عمود محور دو از دکارتͬ مختصات دستگاه تعریف:

(Absⅽissa). طول ها محور :(x) افقͬ محور ●

(Orⅾinate). عرض ها محور :(y) عمودی محور ●

ͬ کنند. م تلاقͬ محور دو که (0, 0) نقطه مبدأ: ●

ͬ شود: م مشخص (x, y) مرتب زوج ͷی با صفحه، در نقطه هر

علامت). (با y محور از افقͬ فاصله :x ●

۱۱۵



مثال y علامت x علامت ربع

(3, 4) + + (I) اول
(−3, 4) + − (II) دوم
(−3,−4) − − (III) سوم
(3,−4) − + (IV) چهارم

علامت). (با x محور از عمودی فاصله :y ●
(Quaⅾrants): ربع چهار

محورها: روی نقاط
.(5, 0) مثل ،y = 0 :x محور روی ●

.(0, 5) مثل ،x = 0 :y محور روی ●

.(0, 0) مبدأ: ●
نقطه هر باشد. «تقاضا» y محور و «قیمت» ͬ تواند م x محور محصول⁃بازار، نمودار ͷی در مدیریتͬ: مثال

ͬ دهد. م نشان را قیمت⁃تقاضا ترکیب ͷی (P,Q)

نقطه دو بین فاصله :۲ مفهوم ۲ .۴ .۱۱

:B(x2, y2) و A(x1, y1) نقطه دو بین فاصله فاصله: فرمول

d =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

∆x اضلاع با قائم الزاویه مثلث ͷی بͺشͬ، نقطه دو بین خطͬ اگر ͬ آید. م فیثاغورس قضیه از فرمول این شهود:
ͬ سازی. م ∆y و

است: d وتر ،∆y = y2 − y1 و ∆x = x2 − x1 اضلاع با قائم الزاویه مثلث در اثبات:

d2 = (∆x)2 + (∆y)2 ⇒ d =
√

(∆x)2 + (∆y)2 ■
:(4, 6) و (1, 2) بین فاصله ساده: مثال

d =
√
(4− 1)2 + (6− 2)2 =

√
9 + 16 =

√
25 = 5

مستقیم: فاصله دارد. (کیلومتر) (40, 60) و (10, 20) مختصات در انبار دو شرکت ͷی مدیریتͬ: مثال

d =
√
302 + 402 =

√
900 + 1600 =

√
2500 = کیلومتر50

میانͬ نقطه :۳ مفهوم ۳ .۴ .۱۱

:B(x2, y2) و A(x1, y1) بین وسط نقطه میانͬ: نقطه فرمول

M =

(
x1 + x2

2
,
y1 + y2

2

)
نقطه. دو مختصات میانگین شهود:
:(6, 8) و (2, 4) وسط ساده: مثال

M =

(
2 + 6

2
,
4 + 8

2

)
= (4, 6)

(نقطه مرکزی انبار برای مͺان بهترین باشند، (50, 70) و (10, 30) مختصات در شعبه دو اگر مدیریتͬ: مثال
میانͬ):

M = (30, 50)

۱۱۶



شیب :۴ مفهوم ۴ .۴ .۱۱

است: x به نسبت y تغییر «تندی» میزان خط، شیب تعریف:

m =
∆y

∆x
=

y2 − y1
x2 − x1

شیب: انواع

صعودی. خط :m > 0 ●

نزولͬ. خط :m < 0 ●

افقͬ. خط :m = 0 ●

.(∆x = 0 (چون عمودی خط نشده: تعریف m ●

واحد «هر یعنͬ ۵ شیب ،C(q) = 5q + 100 هزینه تابع اگر مثلا́ تغییر». «نرخ = شیب شیب: مدیریتͬ تفسیر
ͬ دهد». م افزایش واحد ۵ را هزینه اضافه،

ͬ گذرد: م (4, 9) و (1, 3) از که خطͬ شیب ساده: مثال

m =
9− 3

4− 1
=

6

3
= 2

ماهانه: رشد نرخ باشد، میلیون ۱۸۰ سوم ماه در و میلیون ۱۰۰ اول ماه در فروش اگر مدیریتͬ: مثال

m =
180− 100

3− 1
= ماه40 در میلیون

خط معادله :۵ مفهوم ۵ .۴ .۱۱

خط: معادله مختلف اشͺال

معادله فرم

y = mx+ b شیب⁃عرض
y − y1 = m(x− x1) نقطه⁃شیب
y−y1
y2−y1

= x−x1

x2−x1
نقطەای دو

Ax+By = C استاندارد

ͬ گذرد: م (2, 5) از که ۳ شیب با خطͬ ساده: مثال

y − 5 = 3(x− 2) ⇒ y = 3x− 1

خطͬ: هزینه تابع .۳۰۰ واحد ۲۰ و ۲۰۰ واحد ۱۰ تولید هزینه مدیریتͬ: مثال

m =
300− 200

20− 10
= 10, C − 200 = 10(q − 10) ⇒ C = 10q + 100

است. ثابت» «هزینه همان مدیریت در (b = 100) مبدأ از عرض نکته:
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توابع نمودار رسم :۶ مفهوم ۶ .۴ .۱۱

کنͬ. وصل هم به و کنͬ حساب را نقطه چند است کافͬ تابع، هر برای رسم: روش
ͬ شود. م رسم نقطه دو با راست. خط ͷی :f(x) = ax+ b خطͬ تابع .۱

ͬ شود. م رسم نقطه چند و ریشەها رأس، با سهمͬ. ͷی :f(x) = ax2 + bx+ c دوم درجه تابع .۲
:f(x) = ax نمایی تابع .۳

چپ. سمت در y = 0 افقͬ مجانب با صعودی :a > 1 اگر ●

نزولͬ. :0 < a < 1 اگر ●

ͬ گذرد. م (0, 1) از همیشه ●

:f(x) = loga x لͽاریتمͬ تابع .۴

.x > 0 دامنه ●

ͬ گذرد. م (1, 0) از همیشه ●

.x = 0 عمودی مجانب ●

V. شͺل :f(x) = |x| مطلق قدر تابع .۵
خاص. نقاط در پرش با بازەها در ثابت پلەای: تابع .۶

:P (q) = −2q2 + 40q − 100 سود تابع نمودار رسم مدیریتͬ: مثال

سود. حداکثر — (10, 100) رأس: ●

سربەسر. نقاط — q ≈ 17.07 و q ≈ 2.93 ریشەها: ●

نموداری تبدیلات :۷ مفهوم ۷ .۴ .۱۱

تبدیلات: انواع

اثر تبدیل

بالا) :c > 0) عمودی انتقال f(x) + c
پایین) :c > 0) عمودی انتقال f(x)− c
راست) :c > 0) افقͬ انتقال f(x− c)
چپ) :c > 0) افقͬ انتقال f(x+ c)
x محور به نسبت انعکاس −f(x)
y محور به نسبت انعکاس f(−x)
عمودی کشش̸فشردگͬ af(x)
افقͬ کشش̸فشردگͬ f(ax)

واحد ۳ و راست به واحد ۲ که است f سهمͬ همان g نمودار .g(x) = (x− 2)2 + 3 و f(x) = x2 مثال:
شده. منتقل بالا به

۱۱۸



محدودیت با خطͬ توابع رسم :۸ مفهوم ۸ .۴ .۱۱

است: محدود اغلب توابع دامنه مدیریت، در

.P ≥ 0 قیمت ●

.Q ≥ 0 تقاضا ●

صحیح. و L ≥ 0 کارمند تعداد ●

بازه، این از خارج چون دارد، معنͬ P ∈ [0, 50] برای فقط Q = 500 − 10P تقاضا تابع مدیریتͬ: مثال
ͬ شود. م منفͬ تقاضا

چندناحیەای توابع رسم :۹ مفهوم ۹ .۴ .۱۱

برق: تعرفه تابع مدیریتͬ: مثال

C(x) =


0.5x 0 ≤ x ≤ 100

50 + 0.8(x− 100) 100 < x ≤ 200

130 + 1.2(x− 200) x > 200

است. مختلف شیب های با پارەخط سه تابع، این نمودار

مدیریت در بصری تحلیل :۱۰ مفهوم ۱۰ .۴ .۱۱

کلیدی: کاربردهای

هزینه. و درآمد تقاطع سربەسر: نقطه .۱

تقاضا. و عرضه تقاطع بازار: تعادل .۲

سود. سهمͬ رأس بهینەسازی: .۳

رگرسیون. خط شیب روند: تحلیل .۴

محور. ͷی روی نمودار چند سناریوها: مقایسه .۵

حل شده مثال های ۵ .۱۱

حل شده مثال

فاصله :۱ مثال
.(8, 11) و (2, 3) بین فاصله مسئله: صورت

.∆y = 8 ،∆x = 6 :۱ مرحله
.d =

√
36 + 64 =

√
100 = 10 :۲ مرحله

.۱۰ نتیجه:

۱۱۹



حل شده مثال

میانͬ نقطه :۲ مثال
.(6,−1) و (−2, 5) بین وسط مسئله: صورت

.Mx = (−2 + 6)/2 = 2 :۱ مرحله
.My = (5− 1)/2 = 2 :۲ مرحله

.(2, 2) نتیجه:

حل شده مثال

شیب :۳ مثال
ͬ گذرد. م (7, 15) و (3, 7) از که خطͬ شیب مسئله: صورت

.m = (15− 7)/(7− 3) = 8/4 = 2 :۱ مرحله
.۲ نتیجه:

حل شده مثال

خط معادله :۴ مثال
ͬ گذرد. م (1, 5) از که −3 شیب با خطͬ مسئله: صورت

.y − 5 = −3(x− 1) :۱ مرحله
.y = −3x+ 8 :۲ مرحله

.y = −3x+ 8 نتیجه:

حل شده مثال

هزینه تابع :۵ مثال
خطͬ. هزینه تابع .۹۰۰ واحد ۴۰ و ۵۰۰ واحد ۲۰ تولید هزینه مسئله: صورت

.m = (900− 500)/(40− 20) = 400/20 = 20 :۱ مرحله
.C − 500 = 20(q − 20) ⇒ C = 20q + 100 :۲ مرحله

.۲۰ متغیر ،۱۰۰ ثابت هزینه نتیجه:

حل شده مثال

نمودار با سربەسر نقطه :۶ مثال
سربەسر. نقطه .C(q) = 15q + 150 ،R(q) = 30q مسئله: صورت

.30q = 15q + 150 ⇒ q = 10 :۱ مرحله
.R(10) = 300 :۲ مرحله

.(10, 300) نتیجه:

حل شده مثال

نمودار تبدیل :۷ مثال
.g(x) = (x+ 1)2 − 2 نمودار ،f(x) = x2 اگر مسئله: صورت

چپ. واحد ۱ افقͬ: انتقال :۱ مرحله
پایین. واحد ۲ عمودی: انتقال :۲ مرحله

.(−1,−2) در رأس نتیجه:

۱۲۰



حل شده مثال

سهمͬ رأس :۸ مثال
رأس. .P (q) = −3q2 + 60q − 100 مسئله: صورت

.q∗ = −60/(2×−3) = 10 :۱ مرحله
.P (10) = −300 + 600− 100 = 200 :۲ مرحله

.(10, 200) رأس نتیجه:

حل شده مثال

پلەای تابع :۹ مثال
۳۰ از بیش هزار؛ ۳ ͹گی هر ͹گی ۳۰ تا ۱۰ هزار؛ ۵۰ ͹گی ۱۰ تا اینترنت: اشتراک تعرفه مسئله: صورت

.͹گی ۴۰ هزینه هزار. ۵ ͹گی هر ͹گی
.(͹گی ۳۰ (برای ۱۱۰ = ۳ × ۲۰ + ۵۰ :۱ مرحله

.۵۰ = ۵ × اضافه ͹گی ۱۰ :۲ مرحله
.۱۶۰ = کل :۳ مرحله

تومان. هزار ۱۶۰ نتیجه:

حل شده مثال

خط دو تقاطع :۱۰ مثال
تقاطع. نقطه .y = −x+ 7 و y = 2x+ 1 خطوط مسئله: صورت

.2x+ 1 = −x+ 7 ⇒ 3x = 6 ⇒ x = 2 :۱ مرحله
.y = 2(2) + 1 = 5 :۲ مرحله

.(2, 5) نتیجه:

حل شده مثال

نمایی تابع نمودار :۱۱ مثال
.t = 0, 5, 10, 20 در مقادیر .f(t) = 100e0.1t مسئله: صورت

.f(0) = 100 :۱ مرحله
.f(5) = 100e0.5 ≈ 164.9 :۲ مرحله
.f(10) = 100e1 ≈ 271.8 :۳ مرحله
.f(20) = 100e2 ≈ 738.9 :۴ مرحله

انفجاری. رشد نتیجه:

حل شده مثال

لͽاریتمͬ نمودار :۱۲ مثال
.x = 0, 1, 10, 100 در مقادیر .U(x) = 50 ln(x+ 1) مسئله: صورت

.U(0) = 0 :۱ مرحله
.U(1) = 50 ln 2 ≈ 34.7 :۲ مرحله

.U(10) = 50 ln 11 ≈ 119.9 :۳ مرحله
.U(100) = 50 ln 101 ≈ 230.8 :۴ مرحله

نزولͬ). نهایی (مطلوبیت کند رشد نتیجه:
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حل شده مثال

مطلق قدر نمودار :۱۳ مثال
.x = 0, 3, 6 در مقادیر .f(x) = |x− 3| مسئله: صورت

.f(0) = 3 :۱ مرحله

.f(3) = 0 :۲ مرحله

.f(6) = 3 :۳ مرحله
.(3, 0) در رأس با V شͺل نتیجه:

حل شده مثال

بصری تحلیل :۱۴ مثال
و سربەسر نقطه نمودار، از .C(q) = 20q + 50 هزینه و R(q) = 40q − q2 درآمد تابع مسئله: صورت

بزن. تخمین را سود حداکثر
.P (q) = −q2 + 20q − 50 :۱ مرحله

.P (10) = 50 ،q∗ = 10 رأس: :۲ مرحله
.q ≈ 17.07 و q ≈ 2.93 ،∆ = 400− 200 = 200 ریشەها: :۳ مرحله

.q = 10 در ۵۰ سود حداکثر q؛ ≈ 17 و q ≈ 3 در سربەسر نتیجه:

حل شده مثال

نمودار با بهینەسازی :۱۵ مثال
.C(q) = q2 − 20q + 200 کند. پیدا را هزینه حداقل ͬ خواهد م شرکت ͷی مسئله: صورت

.q∗ = 10 :۱ مرحله
.C(10) = 100− 200 + 200 = 100 :۲ مرحله

.q = 10 در ۱۰۰ هزینه حداقل نتیجه:

حل شده مثال

تقاضا و عرضه تعادل :۱۶ مثال
تعادل. .Qs = 3P − 20 عرضه ،Qd = 100− 2P تقاضا مسئله: صورت

.100− 2P = 3P − 20 ⇒ 5P = 120 ⇒ P = 24 :۱ مرحله
.Q = 100− 48 = 52 :۲ مرحله

.(24, 52) در تعادل نتیجه:

حل شده مثال

سناریو مقایسه :۱۷ مثال
چه برای .C2(q) = 30q + 3000 و C1(q) = 50q + 1000 دارد: سناریو دو شرکت ͷی مسئله: صورت

است؟ بهتر ۲ سناریو ،q
.30q + 3000 < 50q + 1000 ⇒ 2000 < 20q ⇒ q > 100 :۱ مرحله

است. ارزان تر ۲ سناریو ،q > 100 برای نتیجه:
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حل شده مثال

صحیح جزء تابع نمودار :۱۸ مثال
.x = 1.5, 2.7,−0.5 در مقادیر .f(x) = ⌊x⌋ مسئله: صورت

.f(1.5) = 1 :۱ مرحله

.f(2.7) = 2 :۲ مرحله
.f(−0.5) = −1 :۳ مرحله

پلەای. نمودار نتیجه:

حل شده مثال

فرد و زوج تابع نمودار :۱۹ مثال
کن. رسم را g(x) = x2 و f(x) = x3 مسئله: صورت

مبدأ. به نسبت متقارن — است فرد f :۱ مرحله
.y محور به نسبت متقارن — است زوج g :۲ مرحله

متفاوت. تقارن های نتیجه:

حل شده مثال

چندناحیەای تابع رسم :۲۰ مثال
:S(x) حقوق تابع مسئله: صورت

S(x) =

{
5 0 ≤ x ≤ 100

5 + 0.02(x− 100) x > 100

میلیون. ۱۵۰ فروش در حقوق (میلیون). حقوق S و (میلیون) فروش x که
.S(150) = 5 + 0.02(50) = 5 + 1 = 6 :۱ مرحله

تومان. میلیون ۶ نتیجه:

۱۲۳



رایج اشتباهات ۶ .۱۱

رایج اشتباه

ربع ها. مختصات علامت در اشتباه :۱ اشتباه
ͬ کنند. م تغییر علامت ها بەترتیب بقیه مثبت، همه اول ربع پیشͽیری: راه

فاصله. فرمول در جذر کردن فراموش :۲ اشتباه
.d =

√
∆x2 +∆y2 پیشͽیری: راه

شیب. در تفریق ترتیب در اشتباه :۳ اشتباه
اول». منهای «دوم کن: حفظ را ترتیب ͷی پیشͽیری: راه

توابع. رسم در دامنه شرط کردن فراموش :۴ اشتباه
ندارند. معنͬ منفͬ مقدار و تقاضا قیمت، پیشͽیری: راه

افقͬ. انتقال جهت تشخیص در اشتباه :۵ اشتباه
چپ). (نه راست به واحد ۲ یعنͬ f(x− 2) پیشͽیری: راه

لͽاریتمͬ. و نمایی توابع در مجانب ها کردن فراموش :۶ اشتباه
کن. رسم را مجانب ها ابتدا پیشͽیری: راه

نمودار. روی از تابع نوع تشخیص در اشتباه :۷ اشتباه
کن. حفظ را توابع کلͬ شͺل پیشͽیری: راه

مدیریت در کاربرد ۷ .۱۱

مدیریتͬ کاربرد

سربەسر نقطه تحلیل :۱ کاربرد
ͬ یابند. م بصری را سربەسر نقطه هزینه، و درآمد همزمان رسم با مدیران

بازار تعادل :۲ کاربرد
ͬ کنند. م تعیین را تعادلͬ قیمت تقاضا، و عرضه تقاطع با اقتصاددانان

روند پیش بینͬ :۳ کاربرد
ͬ شود. م پیش بینͬ آینده روند رگرسیون، خط برازش و تاریخͬ دادەهای رسم با

سناریو مقایسه :۴ کاربرد
ͬ کنند. م رسم محور ͷی روی را درآمدها یا هزینەها نمودار استراتژی، چند بین انتخاب برای مدیران

حساسیت تحلیل :۵ کاربرد
ͬ شود. م بررسͬ تغییرات اثر مجدد، رسم و پارامترها تغییر با

ارشد مدیران به گزارش :۶ کاربرد
ͬ شود. م گزارش صفحه چند جایͽزین خوب، نمودار ͷی است. مدیران مشترک زبان نمودار،

کیفیت کنترل :۷ کاربرد
ͬ شوند. م استفاده تولید فرآیندهای پایش برای کنترلͬ نمودارهای

فصل خلاصه ۸ .۱۱

خودآزمایی ۹ .۱۱
سوال) ۱۵) چهارگزینەای ۱ .۹ .۱۱

:(3, 4) تا (0, 0) فاصله .۱

۳ آ)

۱۲۴



کاربرد فرمول مفهوم

انبارها فاصله d =
√
(∆x)2 + (∆y)2 فاصله

بهینه مͺان M =
(
x1+x2

2
, y1+y2

2

)
میانͬ نقطه

تغییر نرخ m = ∆y
∆x

شیب
خطͬ مدل سازی y = mx+ b خط معادله
بهینەسازی xv = − b

2a
سهمͬ رأس

نمودار جابەجایی f(x− c) + d تبدیلات
تعادلͬ قیمت Qd = Qs تعادل

۴ ب)

۵ ج)

۷ د)

است؟ ربع کدام در (3,−2) نقطه .۲

اول آ)

دوم ب)

سوم ج)

چهارم د)

:(4, 8) تا (1, 2) از خط شیب .۳

۱ آ)

۲ ب)

۳ ج)

۶ د)

:(8, 4) و (2, 6) وسط .۴

(5, 5) آ)

(10, 10) ب)

(6, 4) ج)

(3, 2) د)

:x = 3 در f(x) = x2 − 4 تابع .۵

۵ آ)

۹ ب)

۳ ج)

۰ د)
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:y = x2 − 6x+ 5 سهمͬ رأس .۶

(3,−4) آ)

(3, 4) ب)

(−3,−4) ج)

(6, 5) د)

دارد؟ اثری چه f(x− 3) تبدیل .۷

راست به انتقال آ)

چپ به انتقال ب)

بالا به انتقال ج)

انعکاس د)

:y = −x+ 9 و y = 2x+ 3 تقاطع .۸

(2, 7) آ)

(3, 6) ب)

(4, 5) ج)

(1, 9) د)

ͬ دهد: م نشان منفͬ شیب با تقاضا تابع .۹

تقاضا افزایش = قیمت افزایش آ)

تقاضا کاهش = قیمت افزایش ب)

ثابت تقاضا ج)

نشده تعریف د)

است؟ متقارن مبدأ در تابع کدام .۱۰

x2 آ)

x3 ب)

|x| ج)

ex د)

است؟ شͺلͬ چه y = |x| نمودار .۱۱

راست خط آ)

سهمͬ ب)

V ج)

۱۲۶



U د)

:x = −1 در f(x) = 2x نمایی تابع .۱۲

−2 آ)

0.5 ب)

1 ج)

2 د)

چپ: سمت در f(x) = ex افقͬ مجانب .۱۳

y = 1 آ)

y = 0 ب)

y = −1 ج)

ندارد د)

:C = 10q + 200 ،R = 20q سربەسر نقطه .۱۴

۱۰ آ)

۱۵ ب)

۲۰ ج)

۳۰ د)

.C2 = 3q + 1500 ،C1 = 5q + 1000 است؟ کمتر هزینه کدام ،q > 100 برای .۱۵

C1 آ)

C2 ب)

برابر ج)

دارد بستگͬ د)

سوال) ۷) تشریحͬ ۲ .۹ .۱۱

.(8, 11) و (2, 3) بین فاصله .۱۶
ͬ گذرد. م (3, 10) و (1, 4) از که خطͬ معادله .۱۷
.P (q) = −2q2 + 24q − 50 سهمͬ رأس .۱۸

.C(q) = 20q + 400 ،R(q) = 60q سربەسر نقطه .۱۹
.Qs = 2P − 50 ،Qd = 200− 3P تقاضا: و عرضه تعادل .۲۰

.g(x) = (x− 3)2 + 2 به f(x) = x2 نمودار تبدیل .۲۱
هزینه .۶ ͹گی هر ͹گی ۵۰ از بیش ۴؛ ͹گی هر ͹گی ۵۰ −۲۰ ۸۰؛ ͹گی ۲۰ تا اینترنت: اشتراک هزینه .۲۲

.͹گی ۶۰

۱۲۷



تشریحͬ پاسخنامه ۱۰ .۱۱
.
√
9 + 16 = 5 ج) .۱

.y < 0 ،x > 0 د) .۲
.m = (8− 2)/(4− 1) = 2 ب) .۳

.(5, 5) الف) .۴
.9− 4 = 5 الف) .۵

.yv = −4 ،xv = 3 الف) .۶

راست. به f(x− 3) الف) .۷
.y = 7 ،2x+ 3 = −x+ 9 ⇒ 3x = 6 ⇒ x = 2 الف) .۸

معکوس. رابطه = منفͬ شیب ب) .۹
است. فرد x3 ب) .۱۰

V. شͺل ج) .۱۱
.2−1 = 0.5 ب) .۱۲

.y = 0 ب) .۱۳
.20q = 10q + 200 ⇒ q = 20 ج) .۱۴

برای است. کمتر C1 ،q < 250 و q > 100 برای اما ،3q + 1500 < 5q + 1000 ⇒ q > 250 ب) .۱۵
است. کمتر بزرگ بسیار q برای C2 «بیشتر»، حالت در اما دارد. q به بستگͬ دقیق تر: پاسخ .C2 ،q > 250

.
√
36 + 64 = 10 .۱۶

.y = 3x+ 1 .m = (10− 4)/(3− 1) = 3 .۱۷
.(6, 22) رأس .P (6) = −72 + 144− 50 = 22 ،q∗ = −24/(2×−2) = 6 .۱۸

.60q = 20q + 400 ⇒ 40q = 400 ⇒ q = 10 .۱۹
.Q = 50 ،200− 3P = 2P − 50 ⇒ 250 = 5P ⇒ P = 50 .۲۰

بالا. به واحد ۲ راست، به واحد ۳ .۲۱
.260 کل: .10× 6 = 60 اضافه: .80 + 30× 4 = 200 :͹گی ۵۰ تا .۲۲

پیشنهادی منابع ۱۱ .۱۱

.۸ فصل مدیریت. برای پایه ریاضیات .(۱۳۹۸) م. پورکاظمͬ، ●

.۸ فصل مدیریت. در آن کاربرد و ریاضیات .(۱۳۹۹) م. رنجبران، ●

.۸ فصل عمومͬ. ریاضیات .(۱۳۹۷) م. نیͺوکار، ●

Sⅽi− Soⅽiaⅼ anⅾ Ⅼife، Ⅿanageriaⅼ، the for Ⅿatheⅿatiⅽs Appⅼieⅾ .(۲۰۱۹) T. S. Tan، ●
.۲ −۱ Ⅽh. .enⅽes

.۱ Ⅽh. .Business for Ⅿatheⅿatiⅽs .(۲۰۱۷) A. S. Saⅼzⅿan، ●

.۱ Ⅽh. .Finanⅽe anⅾ Business Eⅽonoⅿiⅽs، forⅯatheⅿatiⅽs Basiⅽ .(۲۰۱۸) E. Uⅿⅿer، ●

بازرسͬ ایست

توسعەیافته نسخه – ۸ فصل پایان
منبع ۶ | سوال ۲۲ | حل شده مثال ۲۰ | A۴ صفحه ۲۰∼ آمار:

xⅽoⅼor enuⅿiteⅿ booktabs geoⅿetry aⅿsⅿath،aⅿssyⅿb،aⅿsthⅿ [۱۲pt،a۴paper]artiⅽⅼe
xepersian hyperref tⅽoⅼorbox

ⅿargin=۲.۵ ⅽⅿ
(۱) مدیریت در آن کاربرد و ریاضیات

۱۴۰۵ مهر ۱۳ آموزشͬ معمار نفره ۵ تیم توسعەیافته) (نسخه نمودار و مختصات دستگاه :۸ فصل

۱۲۸



مطالب فهرست
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دوبرابر) حجم – توسعەیافته (نسخه نمودار و مختصات دستگاه :۸ فصل ۱۲

چͺیده ۱ .۱۲
چند که دهد نشان را چیزی ثانیه چند در ͬ تواند م خوب نمودار ͷی مدیریت، در است. ریاضیات بصری زبان نمودار،
شیب، میانͬ، نقطه نقطه، دو بین فاصله دکارتͬ، مختصات دستگاه فصل، این در است. عاجز بیانش از متن صفحه
نهایی: هدف ͬ آموزی. م را مدیریتͬ گسترده کاربردهای و نموداری، تبدیلات مختلف، توابع نمودار رسم خط، معادله

کنͬ. استفاده تصمیم گیری و تحلیل برای نمودار از و کنͬ مدل بصری بەصورت را مدیریتͬ پدیده هر بتوانͬ

یادگیری اهداف ۲ .۱۲
مبدأ. از عرض شیب، میانͬ، نقطه فاصله، ربع ها، دکارتͬ، مختصات دستگاه کند: تعریف ●

خط. معادله شیب، میانͬ، نقطه نقطه، دو فاصله کند: محاسبه ●

پلەای. مطلق، قدر لͽاریتمͬ، نمایی، دوم، درجه خطͬ، توابع نمودار کند: رسم ●

کشش). انعکاس، (انتقال، نموداری تبدیلات کند: تحلیل ●

بهینەسازی). بازار، تعادل سربەسر، (نقطه نمودار با مدیریتͬ مسائل کند: مدل سازی ●

است. مناسب تر داده کدام برای نمودار نوع کدام کند: ارزیابی ●

طنز مقدمه ۳ .۱۲
جدول فقط اگر دهد. ارائه را گذشته ماه ۱۲ فروش عملͺرد هیئت مدیره، جلسه در ͬ خواهد م مدیر ͷی کن تصور
نگاه ͷی در همه بͺشد، ساده خطͬ نمودار ͷی اگر اما ͬ زنند. م چرت حاضرین نصف احتمالا˟ دهد، نشان را اعداد

است. بصری سازی قدرت این بوده. پایین ماەها کدام در و بالا ماەها کدام در فروش که ͬ فهمند م
(y و x (مختصات عدد دو با که دارد خاص موقعیت ͷی نقطه، هر است: گنج» «نقشه مثل مختصات دستگاه

کنͬ. تحلیل و ببینͬ را رابطەای هر ͬ توانͬ م بخوانͬ، را نقشه این باشͬ بلد اگر ͬ شود. م مشخص
اهمیت آن به و است» تزئینͬ شͺل ͷی فقط «نمودار ͬ کنند م فکر افراد از بسیاری اینجاست: ماجرا طنزآمیز نکته
اگر مثلا́ باشد. مالͬ فاجعه ͷی و درست تصمیم ͷی بین تفاوت ͬ تواند م نمودار مدیریت، دنیای در اما ͬ دهند. نم
رأس از چون — کند ضرر بیشتر، سود بەجای تولید، افزایش با است ممͺن است، سهمͬ سود تابع که نداند مدیر

ͬ برد. م بصری» «بینایی به داده» «کوری از را تو فصل، این است. گذشته سهمͬ

اصلͬ مفاهیم ۴ .۱۲

دکارتͬ مختصات دستگاه :۱ مفهوم ۱ .۴ .۱۲

شده: تشͺیل هم بر عمود محور دو از دکارتͬ مختصات دستگاه تعریف:

(Absⅽissa). طول ها محور :(x) افقͬ محور ●

(Orⅾinate). عرض ها محور :(y) عمودی محور ●

ͬ کنند. م تلاقͬ محور دو که (0, 0) نقطه مبدأ: ●

ͬ شود: م مشخص (x, y) مرتب زوج ͷی با صفحه، در نقطه هر

علامت). (با y محور از افقͬ فاصله :x ●

۱۳۰



مثال y علامت x علامت ربع

(3, 4) + + (I) اول
(−3, 4) + − (II) دوم
(−3,−4) − − (III) سوم
(3,−4) − + (IV) چهارم

علامت). (با x محور از عمودی فاصله :y ●
(Quaⅾrants): ربع چهار

محورها: روی نقاط
.(5, 0) مثل ،y = 0 :x محور روی ●

.(0, 5) مثل ،x = 0 :y محور روی ●

.(0, 0) مبدأ: ●
نقطه هر باشد. «تقاضا» y محور و «قیمت» ͬ تواند م x محور محصول⁃بازار، نمودار ͷی در مدیریتͬ: مثال

ͬ دهد. م نشان را قیمت⁃تقاضا ترکیب ͷی (P,Q)

نقطه دو بین فاصله :۲ مفهوم ۲ .۴ .۱۲

:B(x2, y2) و A(x1, y1) نقطه دو بین فاصله فاصله: فرمول

d =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

∆x اضلاع با قائم الزاویه مثلث ͷی بͺشͬ، نقطه دو بین خطͬ اگر ͬ آید. م فیثاغورس قضیه از فرمول این شهود:
ͬ سازی. م ∆y و

است: d وتر ،∆y = y2 − y1 و ∆x = x2 − x1 اضلاع با قائم الزاویه مثلث در اثبات:

d2 = (∆x)2 + (∆y)2 ⇒ d =
√

(∆x)2 + (∆y)2 ■
:(4, 6) و (1, 2) بین فاصله ساده: مثال

d =
√
(4− 1)2 + (6− 2)2 =

√
9 + 16 =

√
25 = 5

مستقیم: فاصله دارد. (کیلومتر) (40, 60) و (10, 20) مختصات در انبار دو شرکت ͷی مدیریتͬ: مثال

d =
√
302 + 402 =

√
900 + 1600 =

√
2500 = کیلومتر50

میانͬ نقطه :۳ مفهوم ۳ .۴ .۱۲

:B(x2, y2) و A(x1, y1) بین وسط نقطه میانͬ: نقطه فرمول

M =

(
x1 + x2

2
,
y1 + y2

2

)
نقطه. دو مختصات میانگین شهود:
:(6, 8) و (2, 4) وسط ساده: مثال

M =

(
2 + 6

2
,
4 + 8

2

)
= (4, 6)

(نقطه مرکزی انبار برای مͺان بهترین باشند، (50, 70) و (10, 30) مختصات در شعبه دو اگر مدیریتͬ: مثال
میانͬ):

M = (30, 50)
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شیب :۴ مفهوم ۴ .۴ .۱۲

است: x به نسبت y تغییر «تندی» میزان خط، شیب تعریف:

m =
∆y

∆x
=

y2 − y1
x2 − x1

شیب: انواع

صعودی. خط :m > 0 ●

نزولͬ. خط :m < 0 ●

افقͬ. خط :m = 0 ●

.(∆x = 0 (چون عمودی خط نشده: تعریف m ●

واحد «هر یعنͬ ۵ شیب ،C(q) = 5q + 100 هزینه تابع اگر مثلا́ تغییر». «نرخ = شیب شیب: مدیریتͬ تفسیر
ͬ دهد». م افزایش واحد ۵ را هزینه اضافه،

ͬ گذرد: م (4, 9) و (1, 3) از که خطͬ شیب ساده: مثال

m =
9− 3

4− 1
=

6

3
= 2

ماهانه: رشد نرخ باشد، میلیون ۱۸۰ سوم ماه در و میلیون ۱۰۰ اول ماه در فروش اگر مدیریتͬ: مثال

m =
180− 100

3− 1
= ماه40 در میلیون

خط معادله :۵ مفهوم ۵ .۴ .۱۲

خط: معادله مختلف اشͺال

معادله فرم

y = mx+ b شیب⁃عرض
y − y1 = m(x− x1) نقطه⁃شیب
y−y1
y2−y1

= x−x1

x2−x1
نقطەای دو

Ax+By = C استاندارد

ͬ گذرد: م (2, 5) از که ۳ شیب با خطͬ ساده: مثال

y − 5 = 3(x− 2) ⇒ y = 3x− 1

خطͬ: هزینه تابع .۳۰۰ واحد ۲۰ و ۲۰۰ واحد ۱۰ تولید هزینه مدیریتͬ: مثال

m =
300− 200

20− 10
= 10, C − 200 = 10(q − 10) ⇒ C = 10q + 100

است. ثابت» «هزینه همان مدیریت در (b = 100) مبدأ از عرض نکته:
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توابع نمودار رسم :۶ مفهوم ۶ .۴ .۱۲

کنͬ. وصل هم به و کنͬ حساب را نقطه چند است کافͬ تابع، هر برای رسم: روش
ͬ شود. م رسم نقطه دو با راست. خط ͷی :f(x) = ax+ b خطͬ تابع .۱

ͬ شود. م رسم نقطه چند و ریشەها رأس، با سهمͬ. ͷی :f(x) = ax2 + bx+ c دوم درجه تابع .۲
:f(x) = ax نمایی تابع .۳

چپ. سمت در y = 0 افقͬ مجانب با صعودی :a > 1 اگر ●

نزولͬ. :0 < a < 1 اگر ●

ͬ گذرد. م (0, 1) از همیشه ●

:f(x) = loga x لͽاریتمͬ تابع .۴

.x > 0 دامنه ●

ͬ گذرد. م (1, 0) از همیشه ●

.x = 0 عمودی مجانب ●

V. شͺل :f(x) = |x| مطلق قدر تابع .۵
خاص. نقاط در پرش با بازەها در ثابت پلەای: تابع .۶

:P (q) = −2q2 + 40q − 100 سود تابع نمودار رسم مدیریتͬ: مثال

سود. حداکثر — (10, 100) رأس: ●

سربەسر. نقاط — q ≈ 17.07 و q ≈ 2.93 ریشەها: ●

نموداری تبدیلات :۷ مفهوم ۷ .۴ .۱۲

تبدیلات: انواع

اثر تبدیل

بالا) :c > 0) عمودی انتقال f(x) + c
پایین) :c > 0) عمودی انتقال f(x)− c
راست) :c > 0) افقͬ انتقال f(x− c)
چپ) :c > 0) افقͬ انتقال f(x+ c)
x محور به نسبت انعکاس −f(x)
y محور به نسبت انعکاس f(−x)
عمودی کشش̸فشردگͬ af(x)
افقͬ کشش̸فشردگͬ f(ax)

واحد ۳ و راست به واحد ۲ که است f سهمͬ همان g نمودار .g(x) = (x− 2)2 + 3 و f(x) = x2 مثال:
شده. منتقل بالا به

۱۳۳



محدودیت با خطͬ توابع رسم :۸ مفهوم ۸ .۴ .۱۲

است: محدود اغلب توابع دامنه مدیریت، در

.P ≥ 0 قیمت ●

.Q ≥ 0 تقاضا ●

صحیح. و L ≥ 0 کارمند تعداد ●

بازه، این از خارج چون دارد، معنͬ P ∈ [0, 50] برای فقط Q = 500 − 10P تقاضا تابع مدیریتͬ: مثال
ͬ شود. م منفͬ تقاضا

چندناحیەای توابع رسم :۹ مفهوم ۹ .۴ .۱۲

برق: تعرفه تابع مدیریتͬ: مثال

C(x) =


0.5x 0 ≤ x ≤ 100

50 + 0.8(x− 100) 100 < x ≤ 200

130 + 1.2(x− 200) x > 200

است. مختلف شیب های با پارەخط سه تابع، این نمودار

مدیریت در بصری تحلیل :۱۰ مفهوم ۱۰ .۴ .۱۲

کلیدی: کاربردهای

هزینه. و درآمد تقاطع سربەسر: نقطه .۱

تقاضا. و عرضه تقاطع بازار: تعادل .۲

سود. سهمͬ رأس بهینەسازی: .۳

رگرسیون. خط شیب روند: تحلیل .۴

محور. ͷی روی نمودار چند سناریوها: مقایسه .۵

حل شده مثال های ۵ .۱۲

حل شده مثال

فاصله :۱ مثال
.(8, 11) و (2, 3) بین فاصله مسئله: صورت

.∆y = 8 ،∆x = 6 :۱ مرحله
.d =

√
36 + 64 =

√
100 = 10 :۲ مرحله

.۱۰ نتیجه:

۱۳۴



حل شده مثال

میانͬ نقطه :۲ مثال
.(6,−1) و (−2, 5) بین وسط مسئله: صورت

.Mx = (−2 + 6)/2 = 2 :۱ مرحله
.My = (5− 1)/2 = 2 :۲ مرحله

.(2, 2) نتیجه:

حل شده مثال

شیب :۳ مثال
ͬ گذرد. م (7, 15) و (3, 7) از که خطͬ شیب مسئله: صورت

.m = (15− 7)/(7− 3) = 8/4 = 2 :۱ مرحله
.۲ نتیجه:

حل شده مثال

خط معادله :۴ مثال
ͬ گذرد. م (1, 5) از که −3 شیب با خطͬ مسئله: صورت

.y − 5 = −3(x− 1) :۱ مرحله
.y = −3x+ 8 :۲ مرحله

.y = −3x+ 8 نتیجه:

حل شده مثال

هزینه تابع :۵ مثال
خطͬ. هزینه تابع .۹۰۰ واحد ۴۰ و ۵۰۰ واحد ۲۰ تولید هزینه مسئله: صورت

.m = (900− 500)/(40− 20) = 400/20 = 20 :۱ مرحله
.C − 500 = 20(q − 20) ⇒ C = 20q + 100 :۲ مرحله

.۲۰ متغیر ،۱۰۰ ثابت هزینه نتیجه:

حل شده مثال

نمودار با سربەسر نقطه :۶ مثال
سربەسر. نقطه .C(q) = 15q + 150 ،R(q) = 30q مسئله: صورت

.30q = 15q + 150 ⇒ q = 10 :۱ مرحله
.R(10) = 300 :۲ مرحله

.(10, 300) نتیجه:

حل شده مثال

نمودار تبدیل :۷ مثال
.g(x) = (x+ 1)2 − 2 نمودار ،f(x) = x2 اگر مسئله: صورت

چپ. واحد ۱ افقͬ: انتقال :۱ مرحله
پایین. واحد ۲ عمودی: انتقال :۲ مرحله

.(−1,−2) در رأس نتیجه:

۱۳۵



حل شده مثال

سهمͬ رأس :۸ مثال
رأس. .P (q) = −3q2 + 60q − 100 مسئله: صورت

.q∗ = −60/(2×−3) = 10 :۱ مرحله
.P (10) = −300 + 600− 100 = 200 :۲ مرحله

.(10, 200) رأس نتیجه:

حل شده مثال

پلەای تابع :۹ مثال
۳۰ از بیش هزار؛ ۳ ͹گی هر ͹گی ۳۰ تا ۱۰ هزار؛ ۵۰ ͹گی ۱۰ تا اینترنت: اشتراک تعرفه مسئله: صورت

.͹گی ۴۰ هزینه هزار. ۵ ͹گی هر ͹گی
.(͹گی ۳۰ (برای ۱۱۰ = ۳ × ۲۰ + ۵۰ :۱ مرحله

.۵۰ = ۵ × اضافه ͹گی ۱۰ :۲ مرحله
.۱۶۰ = کل :۳ مرحله

تومان. هزار ۱۶۰ نتیجه:

حل شده مثال

خط دو تقاطع :۱۰ مثال
تقاطع. نقطه .y = −x+ 7 و y = 2x+ 1 خطوط مسئله: صورت

.2x+ 1 = −x+ 7 ⇒ 3x = 6 ⇒ x = 2 :۱ مرحله
.y = 2(2) + 1 = 5 :۲ مرحله

.(2, 5) نتیجه:

حل شده مثال

نمایی تابع نمودار :۱۱ مثال
.t = 0, 5, 10, 20 در مقادیر .f(t) = 100e0.1t مسئله: صورت

.f(0) = 100 :۱ مرحله
.f(5) = 100e0.5 ≈ 164.9 :۲ مرحله
.f(10) = 100e1 ≈ 271.8 :۳ مرحله
.f(20) = 100e2 ≈ 738.9 :۴ مرحله

انفجاری. رشد نتیجه:

حل شده مثال

لͽاریتمͬ نمودار :۱۲ مثال
.x = 0, 1, 10, 100 در مقادیر .U(x) = 50 ln(x+ 1) مسئله: صورت

.U(0) = 0 :۱ مرحله
.U(1) = 50 ln 2 ≈ 34.7 :۲ مرحله

.U(10) = 50 ln 11 ≈ 119.9 :۳ مرحله
.U(100) = 50 ln 101 ≈ 230.8 :۴ مرحله

نزولͬ). نهایی (مطلوبیت کند رشد نتیجه:

۱۳۶



حل شده مثال

مطلق قدر نمودار :۱۳ مثال
.x = 0, 3, 6 در مقادیر .f(x) = |x− 3| مسئله: صورت

.f(0) = 3 :۱ مرحله

.f(3) = 0 :۲ مرحله

.f(6) = 3 :۳ مرحله
.(3, 0) در رأس با V شͺل نتیجه:

حل شده مثال

بصری تحلیل :۱۴ مثال
و سربەسر نقطه نمودار، از .C(q) = 20q + 50 هزینه و R(q) = 40q − q2 درآمد تابع مسئله: صورت

بزن. تخمین را سود حداکثر
.P (q) = −q2 + 20q − 50 :۱ مرحله

.P (10) = 50 ،q∗ = 10 رأس: :۲ مرحله
.q ≈ 17.07 و q ≈ 2.93 ،∆ = 400− 200 = 200 ریشەها: :۳ مرحله

.q = 10 در ۵۰ سود حداکثر q؛ ≈ 17 و q ≈ 3 در سربەسر نتیجه:

حل شده مثال

نمودار با بهینەسازی :۱۵ مثال
.C(q) = q2 − 20q + 200 کند. پیدا را هزینه حداقل ͬ خواهد م شرکت ͷی مسئله: صورت

.q∗ = 10 :۱ مرحله
.C(10) = 100− 200 + 200 = 100 :۲ مرحله

.q = 10 در ۱۰۰ هزینه حداقل نتیجه:

حل شده مثال

تقاضا و عرضه تعادل :۱۶ مثال
تعادل. .Qs = 3P − 20 عرضه ،Qd = 100− 2P تقاضا مسئله: صورت

.100− 2P = 3P − 20 ⇒ 5P = 120 ⇒ P = 24 :۱ مرحله
.Q = 100− 48 = 52 :۲ مرحله

.(24, 52) در تعادل نتیجه:

حل شده مثال

سناریو مقایسه :۱۷ مثال
چه برای .C2(q) = 30q + 3000 و C1(q) = 50q + 1000 دارد: سناریو دو شرکت ͷی مسئله: صورت

است؟ بهتر ۲ سناریو ،q
.30q + 3000 < 50q + 1000 ⇒ 2000 < 20q ⇒ q > 100 :۱ مرحله

است. ارزان تر ۲ سناریو ،q > 100 برای نتیجه:

۱۳۷



حل شده مثال

صحیح جزء تابع نمودار :۱۸ مثال
.x = 1.5, 2.7,−0.5 در مقادیر .f(x) = ⌊x⌋ مسئله: صورت

.f(1.5) = 1 :۱ مرحله

.f(2.7) = 2 :۲ مرحله
.f(−0.5) = −1 :۳ مرحله

پلەای. نمودار نتیجه:

حل شده مثال

فرد و زوج تابع نمودار :۱۹ مثال
کن. رسم را g(x) = x2 و f(x) = x3 مسئله: صورت

مبدأ. به نسبت متقارن — است فرد f :۱ مرحله
.y محور به نسبت متقارن — است زوج g :۲ مرحله

متفاوت. تقارن های نتیجه:

حل شده مثال

چندناحیەای تابع رسم :۲۰ مثال
:S(x) حقوق تابع مسئله: صورت

S(x) =

{
5 0 ≤ x ≤ 100

5 + 0.02(x− 100) x > 100

میلیون. ۱۵۰ فروش در حقوق (میلیون). حقوق S و (میلیون) فروش x که
.S(150) = 5 + 0.02(50) = 5 + 1 = 6 :۱ مرحله

تومان. میلیون ۶ نتیجه:

۱۳۸



رایج اشتباهات ۶ .۱۲

رایج اشتباه

ربع ها. مختصات علامت در اشتباه :۱ اشتباه
ͬ کنند. م تغییر علامت ها بەترتیب بقیه مثبت، همه اول ربع پیشͽیری: راه

فاصله. فرمول در جذر کردن فراموش :۲ اشتباه
.d =

√
∆x2 +∆y2 پیشͽیری: راه

شیب. در تفریق ترتیب در اشتباه :۳ اشتباه
اول». منهای «دوم کن: حفظ را ترتیب ͷی پیشͽیری: راه

توابع. رسم در دامنه شرط کردن فراموش :۴ اشتباه
ندارند. معنͬ منفͬ مقدار و تقاضا قیمت، پیشͽیری: راه

افقͬ. انتقال جهت تشخیص در اشتباه :۵ اشتباه
چپ). (نه راست به واحد ۲ یعنͬ f(x− 2) پیشͽیری: راه

لͽاریتمͬ. و نمایی توابع در مجانب ها کردن فراموش :۶ اشتباه
کن. رسم را مجانب ها ابتدا پیشͽیری: راه

نمودار. روی از تابع نوع تشخیص در اشتباه :۷ اشتباه
کن. حفظ را توابع کلͬ شͺل پیشͽیری: راه

مدیریت در کاربرد ۷ .۱۲

مدیریتͬ کاربرد

سربەسر نقطه تحلیل :۱ کاربرد
ͬ یابند. م بصری را سربەسر نقطه هزینه، و درآمد همزمان رسم با مدیران

بازار تعادل :۲ کاربرد
ͬ کنند. م تعیین را تعادلͬ قیمت تقاضا، و عرضه تقاطع با اقتصاددانان

روند پیش بینͬ :۳ کاربرد
ͬ شود. م پیش بینͬ آینده روند رگرسیون، خط برازش و تاریخͬ دادەهای رسم با

سناریو مقایسه :۴ کاربرد
ͬ کنند. م رسم محور ͷی روی را درآمدها یا هزینەها نمودار استراتژی، چند بین انتخاب برای مدیران

حساسیت تحلیل :۵ کاربرد
ͬ شود. م بررسͬ تغییرات اثر مجدد، رسم و پارامترها تغییر با

ارشد مدیران به گزارش :۶ کاربرد
ͬ شود. م گزارش صفحه چند جایͽزین خوب، نمودار ͷی است. مدیران مشترک زبان نمودار،

کیفیت کنترل :۷ کاربرد
ͬ شوند. م استفاده تولید فرآیندهای پایش برای کنترلͬ نمودارهای

فصل خلاصه ۸ .۱۲

خودآزمایی ۹ .۱۲
سوال) ۱۵) چهارگزینەای ۱ .۹ .۱۲

:(3, 4) تا (0, 0) فاصله .۱

۳ آ)

۱۳۹



کاربرد فرمول مفهوم

انبارها فاصله d =
√
(∆x)2 + (∆y)2 فاصله

بهینه مͺان M =
(
x1+x2

2
, y1+y2

2

)
میانͬ نقطه

تغییر نرخ m = ∆y
∆x

شیب
خطͬ مدل سازی y = mx+ b خط معادله
بهینەسازی xv = − b

2a
سهمͬ رأس

نمودار جابەجایی f(x− c) + d تبدیلات
تعادلͬ قیمت Qd = Qs تعادل

۴ ب)

۵ ج)

۷ د)

است؟ ربع کدام در (3,−2) نقطه .۲

اول آ)

دوم ب)

سوم ج)

چهارم د)

:(4, 8) تا (1, 2) از خط شیب .۳

۱ آ)

۲ ب)

۳ ج)

۶ د)

:(8, 4) و (2, 6) وسط .۴

(5, 5) آ)

(10, 10) ب)

(6, 4) ج)

(3, 2) د)

:x = 3 در f(x) = x2 − 4 تابع .۵

۵ آ)

۹ ب)

۳ ج)

۰ د)

۱۴۰



:y = x2 − 6x+ 5 سهمͬ رأس .۶

(3,−4) آ)

(3, 4) ب)

(−3,−4) ج)

(6, 5) د)

دارد؟ اثری چه f(x− 3) تبدیل .۷

راست به انتقال آ)

چپ به انتقال ب)

بالا به انتقال ج)

انعکاس د)

:y = −x+ 9 و y = 2x+ 3 تقاطع .۸

(2, 7) آ)

(3, 6) ب)

(4, 5) ج)

(1, 9) د)

ͬ دهد: م نشان منفͬ شیب با تقاضا تابع .۹

تقاضا افزایش = قیمت افزایش آ)

تقاضا کاهش = قیمت افزایش ب)

ثابت تقاضا ج)

نشده تعریف د)

است؟ متقارن مبدأ در تابع کدام .۱۰

x2 آ)

x3 ب)

|x| ج)

ex د)

است؟ شͺلͬ چه y = |x| نمودار .۱۱

راست خط آ)

سهمͬ ب)

V ج)

۱۴۱



U د)

:x = −1 در f(x) = 2x نمایی تابع .۱۲

−2 آ)

0.5 ب)

1 ج)

2 د)

چپ: سمت در f(x) = ex افقͬ مجانب .۱۳

y = 1 آ)

y = 0 ب)

y = −1 ج)

ندارد د)

:C = 10q + 200 ،R = 20q سربەسر نقطه .۱۴

۱۰ آ)

۱۵ ب)

۲۰ ج)

۳۰ د)

.C2 = 3q + 1500 ،C1 = 5q + 1000 است؟ کمتر هزینه کدام ،q > 100 برای .۱۵

C1 آ)

C2 ب)

برابر ج)

دارد بستگͬ د)

سوال) ۷) تشریحͬ ۲ .۹ .۱۲

.(8, 11) و (2, 3) بین فاصله .۱۶
ͬ گذرد. م (3, 10) و (1, 4) از که خطͬ معادله .۱۷
.P (q) = −2q2 + 24q − 50 سهمͬ رأس .۱۸

.C(q) = 20q + 400 ،R(q) = 60q سربەسر نقطه .۱۹
.Qs = 2P − 50 ،Qd = 200− 3P تقاضا: و عرضه تعادل .۲۰

.g(x) = (x− 3)2 + 2 به f(x) = x2 نمودار تبدیل .۲۱
هزینه .۶ ͹گی هر ͹گی ۵۰ از بیش ۴؛ ͹گی هر ͹گی ۵۰ −۲۰ ۸۰؛ ͹گی ۲۰ تا اینترنت: اشتراک هزینه .۲۲

.͹گی ۶۰

۱۴۲



تشریحͬ پاسخنامه ۱۰ .۱۲
.
√
9 + 16 = 5 ج) .۱

.y < 0 ،x > 0 د) .۲
.m = (8− 2)/(4− 1) = 2 ب) .۳

.(5, 5) الف) .۴
.9− 4 = 5 الف) .۵

.yv = −4 ،xv = 3 الف) .۶

راست. به f(x− 3) الف) .۷
.y = 7 ،2x+ 3 = −x+ 9 ⇒ 3x = 6 ⇒ x = 2 الف) .۸

معکوس. رابطه = منفͬ شیب ب) .۹
است. فرد x3 ب) .۱۰

V. شͺل ج) .۱۱
.2−1 = 0.5 ب) .۱۲

.y = 0 ب) .۱۳
.20q = 10q + 200 ⇒ q = 20 ج) .۱۴

برای است. کمتر C1 ،q < 250 و q > 100 برای اما ،3q + 1500 < 5q + 1000 ⇒ q > 250 ب) .۱۵
است. کمتر بزرگ بسیار q برای C2 «بیشتر»، حالت در اما دارد. q به بستگͬ دقیق تر: پاسخ .C2 ،q > 250

.
√
36 + 64 = 10 .۱۶

.y = 3x+ 1 .m = (10− 4)/(3− 1) = 3 .۱۷
.(6, 22) رأس .P (6) = −72 + 144− 50 = 22 ،q∗ = −24/(2×−2) = 6 .۱۸

.60q = 20q + 400 ⇒ 40q = 400 ⇒ q = 10 .۱۹
.Q = 50 ،200− 3P = 2P − 50 ⇒ 250 = 5P ⇒ P = 50 .۲۰

بالا. به واحد ۲ راست، به واحد ۳ .۲۱
.260 کل: .10× 6 = 60 اضافه: .80 + 30× 4 = 200 :͹گی ۵۰ تا .۲۲

پیشنهادی منابع ۱۱ .۱۲

.۸ فصل مدیریت. برای پایه ریاضیات .(۱۳۹۸) م. پورکاظمͬ، ●

.۸ فصل مدیریت. در آن کاربرد و ریاضیات .(۱۳۹۹) م. رنجبران، ●

.۸ فصل عمومͬ. ریاضیات .(۱۳۹۷) م. نیͺوکار، ●

Sⅽi− Soⅽiaⅼ anⅾ Ⅼife، Ⅿanageriaⅼ، the for Ⅿatheⅿatiⅽs Appⅼieⅾ .(۲۰۱۹) T. S. Tan، ●
.۲ −۱ Ⅽh. .enⅽes

.۱ Ⅽh. .Business for Ⅿatheⅿatiⅽs .(۲۰۱۷) A. S. Saⅼzⅿan، ●

.۱ Ⅽh. .Finanⅽe anⅾ Business Eⅽonoⅿiⅽs، forⅯatheⅿatiⅽs Basiⅽ .(۲۰۱۸) E. Uⅿⅿer، ●

بازرسͬ ایست

توسعەیافته نسخه – ۸ فصل پایان
منبع ۶ | سوال ۲۲ | حل شده مثال ۲۰ | A۴ صفحه ۲۰∼ آمار:

xⅽoⅼor enuⅿiteⅿ booktabs geoⅿetry aⅿsⅿath،aⅿssyⅿb،aⅿsthⅿ [۱۲pt،a۴paper]artiⅽⅼe
xepersian hyperref tⅽoⅼorbox

ⅿargin=۲.۵ ⅽⅿ
(۱) مدیریت در آن کاربرد و ریاضیات

۱۴۰۵ مهر ۱۳ آموزشͬ معمار نفره ۵ تیم توسعەیافته) (نسخه مدیریت در شمارش کاربردهای :۹ فصل
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مطالب فهرست
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حجم – توسعەیافته (نسخه مدیریت در شمارش کاربردهای :۹ فصل ۱۳
دوبرابر)

چͺیده ۱ .۱۳
که است آن وقت حالا شدی. آشنا دوجملەای قضیه و ترکیب جایͽشت، شمارش، اصول با ۷ و ۶ فصل های در
درخت مقدماتͬ، احتمال تصمیمات، شمارش فصل، این در ببری. کار به مدیریت واقعͬ مسائل در را ابزارها این
مشتریان، بخش بندی سرمایەگذاری، سبد انتخاب موجودی، مدیریت کیفیت، کنترل در کاربرد ریاضͬ، امید تصمیم،
تصمیم های احتمال، و شمارش اصول ترکیب با بتوانͬ نهایی: هدف ͬ آموزی. م را ͷریس تحلیل و شیفت، برنامەریزی

کنͬ. انتخاب را گزینه بهینەترین و کنͬ ͬ سازی کم را مدیریتͬ

یادگیری اهداف ۲ .۱۳
ریاضͬ. امید مستقل، پیشامد شرطͬ، احتمال ،ͷکلاسی احتمال پیشامد، نمونه، فضای کند: تعریف ●

تصمیم. انتظار مورد ارزش ریاضͬ، امید مرکب، و ساده پیشامدهای احتمال کند: محاسبه ●

بیز. فرمول با شرطͬ احتمال ممͺن، سناریوهای تصمیم، درخت کند: تحلیل ●

مشتریان. بخش بندی سبد، انتخاب موجودی، مدیریت کیفیت، کنترل کند: مدل سازی ●

دارد. را انتظار مورد ارزش بیشترین تصمیم، کدام کند: ارزیابی ●

ریاضͬ. امید و احتمال از استفاده با قطعیت، عدم شرایط در بͽیرد: تصمیم ●

طنز مقدمه ۳ .۱۳
باشد معیوب محصول ۱ حداکثر تایی، ۱۰ نمونه ͷی در اینکه «احتمال بداند ͬ خواهد م کارخانه مدیر ͷی کن تصور
حالͬ در — «۵۰ −۵۰» بͽوید سادەلوحانه است ممͺن کند، استفاده احتمال و ترکیب از نباشد بلد اگر است؟» چقدر
است. ۴٪ .۹۱ حدود معیوب ۱ حداکثر احتمال باشد، ۵٪ نقص نرخ اگر دارد. نقص نرخ به بستگͬ واقعͬ پاسخ که

است. احتمال و شمارش ترکیب قدرت همان تفاوت، این
احتمال، ͬ شمارد؛ م را ممͺن حالت های تعداد شمارش، هستند: هواپیما» ͷی بال «دو مثل احتمال و شمارش

نیست. ممͺن پرواز نباشد، ͬͺی اگر ͬ کند. م محاسبه را حالت هر وقوع شانس
اهمیت آن به و است» قمار برای فقط «احتمال ͬ کنند م فکر مدیران از بسیاری اینجاست: ماجرا طنزآمیز نکته
بازده روی محصول، موفقیت روی — است «شرط بندی» ͷی مدیریتͬ تصمیم هر واقعͬ، دنیای در اما ͬ دهند. نم
ͷی در چشم بسته که است کسͬ مثل کند، حساب را احتمال نباشد بلد مدیر اگر بازار. تقاضای روی سرمایەگذاری،
مبتنͬ «تصمیم گیری به شهودی» «تصمیم گیری از را تو فصل، این ͬ گذارد. م محصول ͷی روی را پولش همه مغازه،

ͬ برد. م داده» بر

اصلͬ مفاهیم ۴ .۱۳

پیشامد و نمونه فضای :۱ مفهوم ۱ .۴ .۱۳

تصادفͬ: آزمایش ͷی ممͺن نتایج همه مجموعه نمونه: فضای تعریف

S = ممͺن} نتایج {همه

نمونه: فضای از زیرمجموعەای پیشامد: تعریف

A ⊆ S
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داریم». علاقه آن به که نتایج از «گروهͬ پیشامد، است. نتایج» همه «جعبه مثل نمونه فضای شهود:
.A = {2, 4, 6} زوج»: «عدد پیشامد .S = {1, 2, 3, 4, 5, 6} تاس. ͷی پرتاب ساده: مثال

A = سودده»: «پروژه پیشامد ناموفق{. نیمەموفق، Sموفق، = { پروژه. ͷی وضعیت بررسͬ مدیریتͬ: مثال
نیمەموفق{. }موفق،

ͷکلاسی احتمال :۲ مفهوم ۲ .۴ .۱۳

باشند: «هم شانس» نمونه فضای نتایج همه اگر تعریف:

P (A) =
|A|
|S|

=
مطلوب حالت های تعداد

حالت ها کل تعداد

خواص:

0 ≤ P (A) ≤ 1 (۹۲)
P (S) = 1 (۹۳)
P (∅) = 0 (۹۴)
P (Ac) = 1− P (A) (۹۵)

.P = 3/6 = 1/2 زوج: احتمال تاس، پرتاب ساده: مثال
P = 4/20 = معیوب: احتمال کنیم، انتخاب ͬͺی تصادفͬ اگر معیوب. ۴ محصول، ۲۰ از مدیریتͬ: مثال

.0.2

جایͽشت و ترکیب با احتمال :۳ مفهوم ۳ .۴ .۱۳

ͬ شماریم. م جایͽشت یا ترکیب با را حالت ها تعداد پیچیده، مسائل در اصل:
فرمول:

P (A) =
ترکیب̸جایͽشت) (با مطلوب حالت های

ترکیب̸جایͽشت) (با حالت ها کل
خانم نفر ۳ هر اینکه احتمال ͬ کنیم. م انتخاب تصادفͬ نفره ۳ تیم خانم)، ۴ آقا، ۶) کارمند ۱۰ از مدیریتͬ: مثال

باشند:

P =

(
4
3

)(
10
3

) =
4

120
=

1

30
≈ 0.0333

شرطͬ احتمال :۴ مفهوم ۴ .۴ .۱۳

:B وقوع شرط به A وقوع احتمال تعریف:

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
, P (B) > 0

ͬ شود. م محدود B به نمونه فضای افتاده، اتفاق B ͬ دانیم م وقتͬ شهود:
:۳ از بزرگ تر شرط به بودن زوج احتمال تاس، پرتاب ساده: مثال

P (>۳|زوج) = P ({4, 6})
P ({4, 5, 6})

=
2/6

3/6
=

2

3

خرید احتمال باشͽاه. عضو هم کردند خرید هم نفر ۳۰ کردند، خرید نفر ۶۰ مشتری، ۱۰۰ از مدیریتͬ: مثال
عضویت: شرط به

P (عضو|خرید) = 30/100

60/100
= 0.5
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مستقل پیشامدهای :۵ مفهوم ۵ .۴ .۱۳

اگر: مستقل اند B و A پیشامد دو تعریف:

P (A ∩B) = P (A) · P (B)

ندارد. دیͽری بر تأثیری ،ͬͺی وقوع شهود:
دو: هر موفقیت احتمال (مستقل). ۶ .۰ برابر ۲ پروژه و ۷ .۰ برابر ۱ پروژه موفقیت احتمال مدیریتͬ: مثال

P = 0.7× 0.6 = 0.42

کل احتمال قانون :۶ مفهوم ۶ .۴ .۱۳

باشند: نمونه فضای از افراز ͷی B1, B2, . . . , Bn اگر تعریف:

P (A) =
n∑

i=1

P (A|Bi) · P (Bi)

۲ کارخانه ،(۲٪ نقص نرخ تولید، ۵۰٪) ۱ کارخانه ͬ کند: م تأمین کارخانه سه از شرکت ͷی مدیریتͬ: مثال
تصادفͬ: محصول ͷی نقص احتمال .(۵٪ نقص ،۲۰٪) ۳ کارخانه ،(۳٪ نقص ،۳۰٪)

P (نقص) = 0.5× 0.02 + 0.3× 0.03 + 0.2× 0.05 (۹۶)
= 0.01 + 0.009 + 0.01 = 0.029 = 2.9% (۹۷)

بیز قضیه :۷ مفهوم ۷ .۴ .۱۳

تعریف:

P (Bi|A) =
P (A|Bi) · P (Bi)∑
j P (A|Bj) · P (Bj)

است؟ بیشتر Bi کدام احتمال داده، رخ A بدانیم اگر شهود:
باشد: ۱ کارخانه از اینکه احتمال باشد، معیوب محصولͬ اگر قبل، مثال در مدیریتͬ: مثال

P (۱ (نقص|کارخانه = 0.02× 0.5

0.029
=

0.01

0.029
≈ 0.345

است. آن از معیوب محصولات ۵٪ .۳۴ فقط دارد، را تولید نصف ۱ کارخانه اینکه وجود با یعنͬ

Vaⅼue) (Expeⅽteⅾ ریاضͬ امید :۸ مفهوم ۸ .۴ .۱۳

گسسته: تصادفͬ متغیر ͷی ریاضͬ امید تعریف:

E[X] =
∑
i

xi · P (X = xi)

احتمال. وزن با مقادیر، وزنͬ میانگین شهود:
ریاضͬ: امید تاس، پرتاب ساده: مثال

E[X] = 1 · 1
6
+ 2 · 1

6
+ · · ·+ 6 · 1

6
= 3.5

دارد: سناریو سه سرمایەگذاری ͷی مدیریتͬ: مثال
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۳ .۰ احتمال با میلیون ۱۰۰ سود ●

۵ .۰ احتمال با میلیون ۵۰ سود ●

۲ .۰ احتمال با میلیون ۲۰ ضرر ●

E[X] = 100(0.3) + 50(0.5) + (−20)(0.2) = 30 + 25− 4 = میلیون51

تصمیم انتظار مورد ارزش :۹ مفهوم ۹ .۴ .۱۳

را ارزش بیشترین که ͬ کنیم م انتخاب را تصمیمͬ و ͬ کنیم م حساب را انتظار مورد ارزش تصمیم، هر برای تعریف:
دارد.

کند: انتخاب استراتژی سه بین ͬ خواهد م شرکت ͷی مدیریتͬ: مثال

خوب بازار احتمال بد بازار در سود خوب بازار در سود استراتژی

۶ .۰ ۴۰ ۵۰ (محافظەکارانه) A
۶ .۰ ۲۰ − ۱۰۰ (تهاجمͬ) B
۶ .۰ ۲۰ ۷۰ (متعادل) Ⅽ

E[A] = 0.6(50) + 0.4(40) = 30 + 16 = 46 (۹۸)
E[B] = 0.6(100) + 0.4(−20) = 60− 8 = 52 (۹۹)
E[C] = 0.6(70) + 0.4(20) = 42 + 8 = 50 (۱۰۰)

دارد. را انتظار مورد ارزش بیشترین B استراتژی

تصمیم درخت :۱۰ مفهوم ۱۰ .۴ .۱۳

ͬ دهد. م نشان شاخەای بەصورت را پیامدها و رویدادها تصمیم ها، که نموداری تعریف:
ساختار:

تصمیم. گره مربع: ●

(شانس). رویداد گره دایره: ●

نهایی. پیامد مثلث: ●

Inⅾuⅽtion). (Baⅽkwarⅾ ریشه به برگ ها از حل: روش
با ۶ .۰ موفقیت احتمال کند، معرفͬ اگر نه. یا کند معرفͬ جدید محصول ͬ خواهد م شرکت ͷی مدیریتͬ: مثال

:۲۰ ثابت سود نکند، معرفͬ اگر .۱۰۰ ضرر با ۴ .۰ شͺست احتمال و ۲۰۰ سود

E[ͬمعرف] = 0.6(200) + 0.4(−100) = 120− 40 = 80 (۱۰۱)
E[ͬمعرف [عدم = 20 (۱۰۲)

.(۲۰ < ۸۰) معرفͬ تصمیم:
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کیفیت کنترل در کاربرد :۱۱ مفهوم ۱۱ .۴ .۱۳

معیوب: ۱ دقیقاً احتمال ͬ کنیم. م انتخاب تایی ۱۰ نمونه است. ۵٪ نقص نرخ تولید، خط ͷی در مثال:

P =

(
10

1

)
(0.05)1(0.95)9 = 10× 0.05× 0.6302 ≈ 0.315

معیوب: ۱ حداکثر احتمال

P = P (0) + P (1) = (0.95)10 + 0.315 ≈ 0.5987 + 0.315 = 0.9137

موجودی مدیریت در کاربرد :۱۲ مفهوم ۱۲ .۴ .۱۳

است. ۳۰ برابر ۲ .۰ با و ،۲۰ برابر ۵ .۰ با ،۱۰ برابر ۳ .۰ احتمال با روزانه تقاضای که ͬ داند م فروشͽاه ͷی مثال:
موجودی؟ سطح بهترین باشد، داشته ضرر هزار ۵ کمبود واحد هر و ضرر هزار ۲ اضافه موجودی واحد هر اگر

E[سود|Q = 20] = 0.3(10× 0) + 0.5(0) + 0.2(−10× 5) = −10 (۱۰۳)
E[سود|Q = 30] = 0.3(−20× 2) + 0.5(−10× 2) + 0.2(0) = −12− 10 = −22 (۱۰۴)

ضرر). (کمترین Q = 20 بهترین:

سرمایەگذاری سبد انتخاب در کاربرد :۱۳ مفهوم ۱۳ .۴ .۱۳

ممͺن: سبدهای تعداد بسازیم. تایی ۳ سبد ͬ خواهیم م سهم، ۵ از )مثال:
5

3

)
= 10

باشد: سبد در A سهم حتماً بخواهیم )اگر
4

2

)
= 6

مشتریان بخش بندی در کاربرد :۱۴ مفهوم ۱۴ .۴ .۱۳

اینکه احتمال کنیم، انتخاب تصادفͬ نفر ۵ اگر جدید. نفر ۲۰ عادی، نفر ۵۰ VIP، نفر ۳۰ مشتری، ۱۰۰ از مثال:
باشند: VIP ۲ دقیقاً

P =

(
30
2

)(
70
3

)(
100
5

) ≈ 0.31

شیفت برنامەریزی در کاربرد :۱۵ مفهوم ۱۵ .۴ .۱۳

راەها: تعداد کند. انتخاب پرستار ۵ روز هر برای ͬ خواهد م دارد. پرستار ۱۵ بیمارستان ͷی )مثال:
15

5

)
= 3003

باشند: همیشه باید ارشد پرستار ۳ )اگر
12

2

)
= 66
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حل شده مثال های ۵ .۱۳

حل شده مثال

ساده ͷکلاسی احتمال :۱ مثال
تصادفͬ؟ توپ بودن قرمز احتمال آبی. توپ ۳ و قرمز توپ ۵ کیسه ͷی در مسئله: صورت

.۸ توپ ها: کل :۱ مرحله
.P = 5/8 = 0.625 :۲ مرحله

.۶۲۵ .۰ نتیجه:

حل شده مثال

ترکیب با احتمال :۲ مثال
مرد؟ ۳ هر احتمال تصادفͬ. نفره ۳ تیم زن)، ۳ مرد، ۵) نفر ۸ از مسئله: صورت

.
(
8
3

)
= 56 کل: :۱ مرحله

.
(
5
3

)
= 10 مطلوب: :۲ مرحله

.P = 10/56 ≈ 0.1786 :۳ مرحله
.۹٪ .۱۷ حدود نتیجه:

حل شده مثال

شرطͬ احتمال :۳ مثال
کارمندی اگر دو. هر نفر ۵۰ فرانسه، نفر ۸۰ انگلیسͬ، نفر ۱۲۰ کارمند، ۲۰۰ شرکت ͷی در مسئله: صورت

بودن؟ بلد انگلیسͬ احتمال باشد، بلد فرانسه
.P (F ) = 80/200 = 0.4 :۱ مرحله

.P (E ∩ F ) = 50/200 = 0.25 :۲ مرحله
.P (E|F ) = 0.25/0.4 = 0.625 :۳ مرحله

.۵٪ .۶۲ نتیجه:

حل شده مثال

استقلال :۴ مثال
حداقل موفقیت احتمال (مستقل). ۴ .۰ برابر B پروژه و ۵ .۰ برابر A پروژه موفقیت احتمال مسئله: صورت

یͺͬ؟
.P (A ∪ B) = P (A) + P (B)− P (A)P (B) :۱ مرحله

.= 0.5 + 0.4− 0.2 = 0.7 :۲ مرحله
.۷ .۰ نتیجه:

حل شده مثال

ریاضͬ امید :۵ مثال
(احتمال − ،(۳ .۰ (احتمال ۳۰ ،(۴ .۰ (احتمال ۵۰ دارد: سود سناریو سه محصول ͷی مسئله: صورت

ریاضͬ؟ امید .(۳ .۰
.E = 0.4(50) + 0.3(30) + 0.3(−10) :۱ مرحله

.= 20 + 9− 3 = 26 :۲ مرحله
.۲۶ نتیجه:

۱۵۰



حل شده مثال

تصمیم درخت :۶ مثال
شͺست ۱۰۰؛ سود ،۵ .۰ موفقیت احتمال کند. معرفͬ جدید محصول ͬ خواهد م شرکت ͷی مسئله: صورت

تصمیم؟ سود. ۲۰ نکند، معرفͬ اگر .۴۰ ضرر ،۵ .۰
.E[ͬمعرف] = 0.5(100) + 0.5(−40) = 30 :۱ مرحله

.E[ͬمعرف [عدم = 20 :۲ مرحله
.(۲۰ < ۳۰) معرفͬ نتیجه:

حل شده مثال

بیز :۷ مثال
محصولͬ اگر .(۳٪ نقص ،۴۰٪) ۲ خط ،(۲٪ نقص تولید، ۶۰٪) ۱ خط کارخانه، ͷی در مسئله: صورت

۱؟ خط از احتمال باشد، معیوب
.P (نقص) = 0.6(0.02) + 0.4(0.03) = 0.012 + 0.012 = 0.024 :۱ مرحله

.P (L1|D) = 0.012/0.024 = 0.5 :۲ مرحله
.۵۰٪ نتیجه:

حل شده مثال

کیفیت کنترل :۸ مثال
معیوب؟ ۱ دقیقاً احتمال تایی. ۵ نمونه .۴٪ نقص نرخ مسئله: صورت

.P =
(
5
1

)
(0.04)1(0.96)4 :۱ مرحله

.= 5× 0.04× 0.8493 ≈ 0.1699 :۲ مرحله
.۱۷٪ حدود نتیجه:

حل شده مثال

موجودی مدیریت :۹ مثال
کمبود و ۳ اضافه هزینه .۲۰ موجودی .(۳ .۰) ۳۰ ،(۵ .۰) ۲۰ ،(۲ .۰ (احتمال ۱۰ تقاضا: مسئله: صورت

انتظار؟ مورد ارزش .۵
.E = 0.2(−10× 3) + 0.5(0) + 0.3(−10× 5) :۱ مرحله

.= −6 + 0− 15 = −21 :۲ مرحله
.−21 نتیجه:

حل شده مثال

سبد انتخاب :۱۰ مثال
باشد؟ حتماً A سهم اگر تایی؟ ۳ سبد چند سهم، ۶ از مسئله: صورت

.
(
6
3

)
= 20 کل: :۱ مرحله

.
(
5
2

)
= 10 A: با :۲ مرحله

.۱۰ و ۲۰ نتیجه:

۱۵۱



حل شده مثال

مشتریان بخش بندی :۱۱ مثال
VIP؟ ۱ دقیقاً احتمال تصادفͬ، نفر ۴ اگر VIP. ۳۰ مشتری، ۸۰ از مسئله: صورت

.
(
30
1

)(
50
3

)
= 30× 19600 = 588000 مطلوب: :۱ مرحله

.
(
80
4

)
= 1581580 کل: :۲ مرحله

.P ≈ 0.3717 :۳ مرحله
.۲٪ .۳۷ حدود نتیجه:

حل شده مثال

شیفت برنامەریزی :۱۲ مثال
باشند؟ همیشه ارشد نفر ۲ اگر نفر. ۴ انتخاب پرستار، ۱۲ مسئله: صورت

ثابت. نفر ۲ :۱ مرحله
.
(
10
2

)
= 45 :۲ مرحله
راه. ۴۵ نتیجه:

حل شده مثال

کل احتمال :۱۳ مثال
نقص؟ احتمال .(۴٪ ،۲۰٪) Ⅽ ،(۲٪ ،۳۰٪) B ،(۱٪ نقص ،۵۰٪) A دستگاه: سه مسئله: صورت

.P = 0.5(0.01) + 0.3(0.02) + 0.2(0.04) :۱ مرحله
.= 0.005 + 0.006 + 0.008 = 0.019 :۲ مرحله

.۹٪ .۱ نتیجه:

حل شده مثال

سناریو با تصمیم :۱۴ مثال
(۳ .۰) − یا (۷ .۰) ۱۰۰ سود B: (۳ .۰ (بد ۲۰ یا (۷ .۰ (خوب ۶۰ سود A: استراتژی: سه مسئله: صورت

بهترین؟ کدام ثابت ۷۰ سود Ⅽ:
.E[A] = 0.7(60) + 0.3(20) = 42 + 6 = 48 :۱ مرحله

.E[B] = 0.7(100) + 0.3(−50) = 70− 15 = 55 :۲ مرحله
.E[C] = 70 :۳ مرحله

.(۴۸ < ۵۵ < ۷۰) است بهترین Ⅽ نتیجه:

حل شده مثال

مرکب احتمال :۱۵ مثال
یا ببارد باران اینکه احتمال (مستقل). ۲ .۰ پرواز تأخیر احتمال و ۳ .۰ باران بارش احتمال مسئله: صورت

کند؟ تأخیر پرواز
.P (R ∪D) = 0.3 + 0.2− 0.3× 0.2 :۱ مرحله

.= 0.5− 0.06 = 0.44 :۲ مرحله
.۴۴ .۰ نتیجه:

۱۵۲



حل شده مثال

پیشرفته کیفیت کنترل :۱۶ مثال
معیوب؟ ۱ حداکثر احتمال تایی. ۴ نمونه .۱۰٪ نقص نرخ مسئله: صورت

.P (0) = (0.9)4 = 0.6561 :۱ مرحله
.P (1) =

(
4
1

)
(0.1)(0.9)3 = 4× 0.1× 0.729 = 0.2916 :۲ مرحله

.P = 0.6561 + 0.2916 = 0.9477 :۳ مرحله
.۷۷٪ .۹۴ نتیجه:

حل شده مثال

چندمرحلەای تصمیم :۱۷ مثال
احتمال کند. معرفͬ محصول سپس ،(۱۰ (هزینه دهد انجام بازار تحقیق ابتدا شرکت ͷی مسئله: صورت

.۵۰ ضرر شͺست، اگر .(۲۰۰ (سود ۵ .۰ تحقیق بدون و (۲۰۰ (سود ۷ .۰ تحقیق با موفقیت
.E = 0.7(200) + 0.3(−50)− 10 = 140− 15− 10 = 115 تحقیق: با :۱ مرحله

.E = 0.5(200) + 0.5(−50) = 100− 25 = 75 تحقیق: بدون :۲ مرحله
.(۷۵ < ۱۱۵) تحقیق نتیجه:

حل شده مثال

تأمین کننده انتخاب :۱۸ مثال
،۸۵ (قیمت Ⅽ ،(۹۰٪ ،۹۰ (قیمت B ،(۹۵٪ کیفیت ،۱۰۰ (قیمت A تأمین کننده: سه مسئله: صورت

۲۰۰؟ خوب کیفیت ارزش فرض با انتظار مورد ارزش .(۸۵٪
.E[A] = 0.95(200)− 100 = 90 :۱ مرحله
.E[B] = 0.90(200)− 90 = 90 :۲ مرحله
.E[C] = 0.85(200)− 85 = 85 :۳ مرحله

Ⅽ. از بهتر دو هر برابر، B و A نتیجه:

حل شده مثال

جایͽشت با احتمال :۱۹ مثال
باشند؟ هم کنار خاص نفر دو اینکه احتمال ͬ نشینند. م صندلͬ ۵ در تصادفͬ نفر ۵ مسئله: صورت

.5! = 120 چیدمان ها: کل :۱ مرحله
.4!× 2 = 48 چیدمان: واحد. ۴ واحد: ͷی را نفر دو :۲ مرحله

.P = 48/120 = 0.4 :۳ مرحله
.۴ .۰ نتیجه:

حل شده مثال

بازگشتͬ تصمیم :۲۰ مثال
ضرر ،۴ .۰ احتمال با ۵۰ (سود تولید ادامه ،(۰ (سود خط بستن دارد: گزینه سه شرکت ͷی مسئله: صورت

بهتر؟ کدام .(۷ .۰ با ۶۰ ضرر ،۳ .۰ با ۱۰۰ (سود ارتقاء ،(۶ .۰ با ۳۰
.E[بستن] = 0 :۱ مرحله

.E[ادامه] = 0.4(50) + 0.6(−30) = 20− 18 = 2 :۲ مرحله
.E[ارتقاء] = 0.3(100) + 0.7(−60) = 30− 42 = −12 :۳ مرحله

.(۲) تولید ادامه نتیجه:

۱۵۳



رایج اشتباهات ۶ .۱۳

رایج اشتباه

.P (A ∪B) و P (A ∩ B) بین اشتباه :۱ اشتباه
«یا». = ∪ «و»، = ∩ پیشͽیری: راه

بررسͬ. بدون استقلال فرض :۲ اشتباه
کن. بررسͬ P (A ∩ B) = P (A)P (B) با را استقلال پیشͽیری: راه

مخرج). و صورت کردن (جابەجا بیز فرمول در اشتباه :۳ اشتباه
.P (Bi|A) = P (A|Bi)P (Bi)

P (A)
= بیز پیشͽیری: راه

«حداقل». در متمم کردن فراموش :۴ اشتباه
.1− P (0) = «۱ «حداقل پیشͽیری: راه

ضرب). بەجای احتمال ها (جمع ریاضͬ امید در اشتباه :۵ اشتباه
.E[X] =

∑
xiP (xi) پیشͽیری: راه

تصمیم گیری. در هزینه کردن فراموش :۶ اشتباه
کن. کم انتظار مورد ارزش از را هزینه پیشͽیری: راه
احتمال. مسائل در

(
n
r

)
محاسبه در اشتباه :۷ اشتباه

کن. محاسبه جدا را مطلوب و کل پیشͽیری: راه

مدیریت در کاربرد ۷ .۱۳

مدیریتͬ کاربرد

کیفیت کنترل :۱ کاربرد
دوجملەای. توزیع با نمونەها در معیوب محصول وجود احتمال محاسبه

موجودی مدیریت :۲ کاربرد
هزینەها. ریاضͬ امید با موجودی بهینه سطح تعیین

سرمایەگذاری سبد انتخاب :۳ کاربرد
انتظار. مورد بازده اساس بر بهترین انتخاب و ممͺن ترکیب های شمارش

مشتریان بخش بندی :۴ کاربرد
تصادفͬ. نمونەهای در گروه هر حضور احتمال محاسبه

شیفت برنامەریزی :۵ کاربرد
کارکنان. تخصیص برای ممͺن راەهای شمارش

ͷریس تحلیل :۶ کاربرد
ریاضͬ. امید و احتمال با سناریوها ارزیابی

قطعیت عدم در تصمیم گیری :۷ کاربرد
استراتژی. بهترین انتخاب برای تصمیم درخت از استفاده

بازاریابی :۸ کاربرد
کمپین. به مشتری پاسخ احتمال محاسبه

مالͬ :۹ کاربرد
انتظار. مورد فعلͬ خالص ارزش با پروژەها ارزیابی

تولید :۱۰ کاربرد
تولید. خط در سالم محصول تولید احتمال محاسبه

۱۵۴



کاربرد فرمول مفهوم

ساده احتمال P (A) = |A|/|S| ͷکلاسی احتمال
اضافͬ اطلاعات P (A|B) = P (A ∩ B)/P (B) شرطͬ احتمال
مستقل رویدادهای P (A ∩B) = P (A)P (B) استقلال
افراز P (A) =

∑
P (A|Bi)P (Bi) کل احتمال

بەروزرسانͬ P (Bi|A) = P (A|Bi)P (Bi)
P (A)

بیز
وزنͬ میانگین E[X] =

∑
xiP (xi) ریاضͬ امید

بهینه انتخاب E[تصمیم] =
∑

سود) × P ) تصمیم ارزش

فصل خلاصه ۸ .۱۳

خودآزمایی ۹ .۱۳
سوال) ۱۵) چهارگزینەای ۱ .۹ .۱۳

:۴ از بزرگ تر عدد احتمال تاس، پرتاب .۱

۱̸۶ آ)

۱̸۳ ب)

۱̸۲ ج)

۲̸۳ د)

زن: ͷی انتخاب احتمال زن، ۳ و مرد ۵ از .۲

۳̸۸ آ)

۵̸۸ ب)

۳̸۵ ج)

۵̸۳ د)

:P (A ∩B) مستقل. ،P (B) = 0.5 ،P (A) = 0.4 .۳

۱ .۰ آ)

۲ .۰ ب)

۴ .۰ ج)

۹ .۰ د)

:P (A|B) .P (A ∩ B) = 0.1 ،P (B) = 0.4 ،P (A) = 0.3 .۴

۱ .۰ آ)

۲۵ .۰ ب)

۳ .۰ ج)

۴ .۰ د)

۱۵۵



تاس: پرتاب ریاضͬ امید .۵

۳ آ)

۵ .۳ ب)

۴ ج)

۵ .۴ د)

نقص: احتمال .(۴٪ نقص ،۵۰٪) B ،(۲٪ نقص ،۵۰٪) A دستگاه: سه .۶

۲٪ آ)

۳٪ ب)

۴٪ ج)

۶٪ د)

A: از احتمال باشد، معیوب محصولͬ اگر قبل، سوال در .۷

۱̸۳ آ)

۱̸۲ ب)

۲̸۳ ج)

۳̸۴ د)

راەها: تعداد نفره. ۴ تیم نفر، ۱۰ از .۸

۲۱۰ آ)

۵۰۴۰ ب)

۱۰۰۰۰ ج)

۱۲۰ د)

باشند: همیشه خاص نفر ۳ اگر قبل، سوال در .۹

۷ آ)

۱۰ ب)

۲۱ ج)

۳۵ د)

ریاضͬ: امید .(۷ .۰) − ،(۳ .۰) ۱۰۰ سود سرمایەگذاری: ͷی .۱۰

− آ)

۵ ب)

۱۵ ج)

۱۵۶



۵۰ د)

مستقل: بار ۳ ،P (موفق) = 0.2 با موفقیت» ۱ «حداقل احتمال .۱۱

۴۸۸ .۰ آ)

۵۱۲ .۰ ب)

۶ .۰ ج)

۸ .۰ د)

سالم: دو هر احتمال تایی. ۲ نمونه ،۵٪ نقص نرخ .۱۲

۹ .۰ آ)

۹۰۲۵ .۰ ب)

۹۵ .۰ ج)

۹۹ .۰ د)

بهتر؟ کدام ،E[B [تصمیم = 30 و E[A [تصمیم = 50 اگر تصمیم، درخت در .۱۳

A آ)

B ب)

برابر ج)

دارد بستگͬ د)

راه؟ چند عضو: ۲ و رئیس برای نفر ۳ انتخاب نفر، ۷ از .۱۴

۲۱ آ)

۱۰۵ ب)

۲۱۰ ج)

۸۴۰ د)

مرد: ۵ و زن ۳ از زن ۲ انتخاب احتمال .۱۵

۳̸۲۸ آ)

۵̸۲۸ ب)

۱۰̸۲۸ ج)

۱۵̸۲۸ د)

۱۵۷



سوال) ۸) تشریحͬ ۲ .۹ .۱۳

زن. ۲ دقیقاً احتمال نفره. ۴ تیم زن)، ۵ مرد، ۷) کارمند ۱۲ از .۱۶
معیوب. ۲ دقیقاً احتمال تایی. ۶ نمونه .۳٪ نقص نرخ .۱۷

احتمال باشد، معیوب محصولͬ اگر .(۴٪ ،۲۵٪) Ⅽ ،(۲٪ ،۳۵٪) B ،(۱٪ نقص ،۴۰٪) A دستگاه: سه .۱۸
Ⅽ. از

ریاضͬ. امید .(۲ .۰) − ،(۳ .۰) ۵۰ ،(۵ .۰) ۱۰۰ سود سناریو: سه پروژه ͷی .۱۹
کدام؟ ثابت). ۵۰ (سود B ،(۴ .۰ با ۲۰ ضرر ،۶ .۰ احتمال با ۸۰ (سود A گزینه: دو بین شرکت ͷی .۲۰

باشند. همیشه خاص سهم ۲ اگر تایی. ۴ سبد سهم، ۱۰ از .۲۱
موفقیت. ۱ حداقل احتمال مستقل. بار ۴ ،۳ .۰ موفقیت احتمال .۲۲

امید .۶ کمبود ،۲ اضافه هزینه ،۲۰ موجودی .(۲ .۰) ۳۰ ،(۵ .۰) ۲۰ ،(۳ .۰) ۱۰ تقاضا: فروشͽاه ͷی .۲۳
ریاضͬ.

تشریحͬ پاسخنامه ۱۰ .۱۳
.2/6 = 1/3 :۶ از {5, 6} ب) .۱

.3/8 الف) .۲
.0.4× 0.5 = 0.2 ب) .۳
.0.1/0.4 = 0.25 ب) .۴

.۵ .۳ ب) .۵
.0.5(0.02) + 0.5(0.04) = 0.03 = 3% ب) .۶

.0.5(0.02)/0.03 = 1/3 الف) .۷
.
(
10
4

)
= 210 الف) .۸

.
(
7
1

)
= 7 الف) .۹

.0.3(100) + 0.7(−50) = 30− 35 = −5 الف) .۱۰
.1− (0.8)3 = 1− 0.512 = 0.488 الف) .۱۱

.(0.95)2 = 0.9025 ب) .۱۲
است. بهتر A الف) .۱۳

.۱۰۵ پاسخ: .(
(
7
1

)
×

(
6
2

)
= 105 تفسیر: به بسته (یا P (7, 3)×

(
4
2

)
= 210× 6 = 1260 ب) .۱۴

=
(
3
2

)(
5
2

)
= مطلوب ،

(
8
4

)
= 70 اصلاح: نیست). ۳̸۲۸ (نزدیͷ ترین: (3

2
)(5

2
)

(8
4
)

= 3×10
70

= 3/7 الف) .۱۵

پاسخ (نادرست). ۳۵۷ .۰ ≈ ۱۰̸۲۸ نزدیͷ ترین اما نیست، گزینەها بین دقیق تر پاسخ .P = 30/70 = 3/7 .30
.۴۲۹ .۰ ≈ ۳̸۷ صحیح:

.P =
(5
2
)(7

2
)

(12
4
)

= 10×21
495

= 210
495

≈ 0.424 .۱۶

.P =
(
6
2

)
(0.03)2(0.97)4 ≈ 15× 0.0009× 0.8853 ≈ 0.01195 .۱۷

.P (نقص) = 0.4(0.01) + 0.35(0.02) + 0.25(0.04) = 0.004 + 0.007 + 0.01 = 0.021 .۱۸
.P (C|D) = 0.01/0.021 ≈ 0.476

.E = 0.5(100) + 0.3(50) + 0.2(−20) = 50 + 15− 4 = 61 .۱۹
بهتر. B .E[B] = 50 .E[A] = 0.6(80) + 0.4(−20) = 48− 8 = 40 .۲۰

.
(
8
2

)
= 28 .۲۱

.P = 1− (0.7)4 = 1− 0.2401 = 0.7599 .۲۲
.E = 0.3(−10× 2) + 0.5(0) + 0.2(−10× 6) = −6 + 0− 12 = −18 .۲۳

پیشنهادی منابع ۱۱ .۱۳

.۹ فصل مدیریت. برای پایه ریاضیات .(۱۳۹۸) م. پورکاظمͬ، ●

۱۵۸



.۹ فصل مدیریت. در آن کاربرد و ریاضیات .(۱۳۹۹) م. رنجبران، ●

.۹ فصل عمومͬ. ریاضیات .(۱۳۹۷) م. نیͺوکار، ●

Sⅽi− Soⅽiaⅼ anⅾ Ⅼife، Ⅿanageriaⅼ، the for Ⅿatheⅿatiⅽs Appⅼieⅾ .(۲۰۱۹) T. S. Tan، ●
.۸ −۷ Ⅽh. .enⅽes

.۸ Ⅽh. .Business for Ⅿatheⅿatiⅽs .(۲۰۱۷) A. S. Saⅼzⅿan، ●

.۸ Ⅽh. .Finanⅽe anⅾ Business Eⅽonoⅿiⅽs، forⅯatheⅿatiⅽs Basiⅽ .(۲۰۱۸) E. Uⅿⅿer، ●

بازرسͬ ایست

توسعەیافته نسخه – ۹ فصل پایان
منبع ۶ | سوال ۲۳ | حل شده مثال ۲۰ | A۴ صفحه ۲۲∼ آمار:

xⅽoⅼor enuⅿiteⅿ booktabs geoⅿetry aⅿsⅿath،aⅿssyⅿb،aⅿsthⅿ [۱۲pt،a۴paper]artiⅽⅼe
xepersian hyperref tⅽoⅼorbox

ⅿargin=۲.۵ ⅽⅿ
(۱) مدیریت در آن کاربرد و ریاضیات

۱۴۰۵ مهر ۱۳ آموزشͬ معمار نفره ۵ تیم توسعەیافته) (نسخه آن خواص و حد :۱۰ فصل

مطالب فهرست

۱۵۹



دوبرابر) حجم – توسعەیافته (نسخه آن خواص و حد :۱۰ فصل ۱۴

چͺیده ۱ .۱۴
تابع ͬ شود، م ͷنزدی مقدار ͷی به x وقتͬ ͬ گوید م ما به حد است. دیفرانسیل حساب و مقدماتͬ جبر بین پل حد،
تحلیل اصلͬ ابزار حد مدیریت، در باشد. نشده تعریف نقطه آن در اگر حتͬ — ͬ کند م میل مقداری چه به f(x)
در سود رفتار بالا، بسیار قیمت های در تقاضا رفتار انبوه، تولید در هزینه رفتار است: حدی شرایط در توابع رفتار
مثلثاتͬ، گنگ، چندجملەای، توابع حد قوانین، خواص، دقیق، تعریف حد، شهودی مفهوم فصل، این در بلندمدت.
هدف ͬ آموزی. م را مدیریتͬ گسترده کاربردهای و فشردگͬ، قضیه مبهم، فرم های بی نهایت، در حد لͽاریتمͬ، نمایی،

کنͬ. پیش بینͬ را مدیریتͬ پدیدەهای بلندمدت رفتار و کنͬ محاسبه شرایطͬ هر در را تابعͬ هر حد بتوانͬ نهایی:

یادگیری اهداف ۲ .۱۴
مجانب. مبهم، فرم بی نهایت، در حد راست، حد چپ، حد حد، کند: تعریف ●

کسری. لͽاریتمͬ، نمایی، مثلثاتͬ، گنگ، چندجملەای، توابع حد کند: محاسبه ●

بی نهایت. در حد مبهم، فرم های خاص، نقاط ͬͺنزدی در تابع رفتار کند: تحلیل ●

پیچیده. محاسبات سادەسازی برای حد قوانین برد: بەکار ●

سود. تقاضا، درآمد، هزینه، بلندمدت رفتار کند: مدل سازی ●

نقطه. ͷی در حد وجود عدم یا وجود کند: ارزیابی ●

طنز مقدمه ۳ .۱۴
بلد اگر ͬ شود؟» م چقدر واحد هر هزینه دهم، افزایش بی نهایت را تولید «اگر بداند ͬ خواهد م مدیر ͷی کن تصور
بستگͬ واقعͬ پاسخ که حالͬ در — «صفر» یا «بی نهایت» بͽوید سادەلوحانه است ممͺن کند، استفاده حد از نباشد
ͬ کند م میل ۵ به q → ∞ وقتͬ واحد هر هزینه باشد، C(q) = 1000/q + 5 هزینه تابع اگر دارد. هزینه ساختار به

است. حد قدرت همان این ͬ شود). م محو بی نهایت در ۱۰۰۰ ثابت (هزینه
کجا به تابع ͬ بینͬ م و ͬ کنͬ م نگاه فاصله از بایستͬ، دقیق نقطه در اینکه جای به است: تلەزوم» «دوربین مثل حد

ͬ دهد. م نشان را مسیر همچنان دوربین باشد)، نشده تعریف (تابع باشد سوراخ نقطه آن اگر حتͬ ͬ رود. م
x اشتباهاً و است» نقطه آن در تابع مقدار همان «حد ͬ کنند م فکر افراد از بسیاری اینجاست: ماجرا طنزآمیز نکته
در q = 0 (مثل نشدەاند تعریف خاص نقاط در مدیریتͬ توابع از بسیاری واقعͬ، دنیای در اما ͬ کنند. م جای گذاری را
فاجعەباری تصمیم های است ممͺن نداند، را این مدیر اگر ͬ آید. م ͷکم به حد که اینجاست و واحد)، هر هزینه تابع
به کورکورانه» «جای گذاری از را تو فصل، این است! صفر صفر، تولید در واحد هر هزینه کند فکر مثلا́ — بͽیرد

ͬ برد. م رفتار» هوشمندانه «تحلیل

اصلͬ مفاهیم ۴ .۱۴

حد شهودی مفهوم :۱ مفهوم ۱ .۴ .۱۴

ͬ شود م ͷنزدی a به x وقتͬ ͬ شود م ͷنزدی آن به f(x) که است مقداری ،a نقطه در f تابع حد شهودی: تعریف
شود): a برابر لزوماً اینکه (بدون

lim
x→a

f(x) = L

۱۶۰



— ͬ شوی» م ͷنزدی آن به که است «شهری حد، ͬ کنͬ. م حرکت شهری سمت به جادەای در کن تصور شهود:
نرسد. شهر به دقیقاً جاده اگر حتͬ

بنابراین: نقطه. خود در نه است، مربوط نقطه «ͬͺنزدی» در تابع رفتار به حد کلیدی: نکته

lim
x→a

f(x) ̸= f(a) (لزوماً)

ͷنزدی ۱ به x اگر اما ͬ شود). م صفر مخرج (چون نشده تعریف x = 1 در f(x) = x2−1
x−1

تابع شهودی: مثال
شود:

f(x) =
(x− 1)(x+ 1)

x− 1
= x+ 1 (x ̸= 1)

یعنͬ: .f(x) → 2 ،x → 1 وقتͬ پس

lim
x→1

x2 − 1

x− 1
= 2

اما: صفر). بر (تقسیم نشده تعریف q = 0 در AC(q) = 1000
q

+ 5 واحد هر هزینه تابع مدیریتͬ: مثال

lim
q→∞

AC(q) = 5

ͬ کند. م میل ۵ به واحد هر هزینه انبوه، تولید در یعنͬ

راست حد و چپ حد :۲ مفهوم ۲ .۴ .۱۴

ͬ شود: م ͷنزدی a به کوچͷ تر) (مقادیر چپ سمت از x چپ: حد تعریف

lim
x→a−

f(x) = L1

ͬ شود: م ͷنزدی a به بزرگ تر) (مقادیر راست سمت از x راست: حد تعریف

lim
x→a+

f(x) = L2

اگر: تنها و اگر دارد وجود a در حد حد: وجود شرط

lim
x→a−

f(x) = lim
x→a+

f(x) = L

صورت: این در و
lim
x→a

f(x) = L

ندارد. وجود حد برسͬ، مختلف مقصد دو به و بروی نقطه ͷی به طرف دو از اگر شهود:
پلەای: تابع ساده: مثال

f(x) =

{
1 x < 0

2 x ≥ 0

lim
x→0−

f(x) = 1, lim
x→0+

f(x) = 2

ندارد. وجود limx→0 f(x) نیستند، برابر حد دو چون
۲٪ + ۵ حقوق باشد، بیشتر اگر ۵؛ حقوق باشد، ۱۰۰ از کمتر فروش اگر پلەای: حقوق تابع مدیریتͬ: مثال

است. پیوسته و دارد وجود حد پس — است ۵ راست حد و ۵ چپ حد ،۱۰۰ نقطه در مازاد.
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(اپسیلون⁃دلتا) حد دقیق تعریف :۳ مفهوم ۳ .۴ .۱۴

که: دارد وجود δ > 0 مانند عددی ،ε > 0 هر برای یعنͬ limx→a f(x) = L تعریف:

0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)− L| < ε

L به f(x) کند تضمین که کنͬ پیدا را (δ) «فاصله» ͬ توانͬ م کنͬ، زیاد را (ε) «دقت» که هم چقدر هر شهود:
ͬ ماند. م ͷنزدی

است. عمیق تر درک برای دقیق تعریف ͬ کنیم. م استفاده قوانین و شهودی تعریف از بیشتر درس، این در نکته:

حد قوانین :۴ مفهوم ۴ .۴ .۱۴

اصلͬ: قوانین

فرمول قانون نام

limx→a c = c ثابت حد
limx→a x = a همانͬ حد
lim(f + g) = lim f + lim g جمع حد
lim(f − g) = lim f − lim g تفاضل حد
lim(f · g) = lim f · lim g ضرب حد
(lim g ̸= 0 (اگر lim(f/g) = lim f/ lim g تقسیم حد
lim(fn) = (lim f)n توان حد
lim n

√
f = n

√
lim f رادیͺال حد

lim f(g(x)) = f(lim g(x)) مرکب تابع حد

عددی: مثال

lim
x→2

(3x2 + 4x− 1) = 3(4) + 4(2)− 1 = 12 + 8− 1 = 19 (۱۰۵)

lim
x→3

x2 − 9

x− 3
= lim

x→3

(x− 3)(x+ 3)

x− 3
= lim

x→3
(x+ 3) = 6 (۱۰۶)

lim
x→4

√
x2 + 9 =

√
16 + 9 =

√
25 = 5 (۱۰۷)

چندجملەای توابع حد :۵ مفهوم ۵ .۴ .۱۴

:P (x) چندجملەای تابع هر برای قضیه:
lim
x→a

P (x) = P (a)

کنͬ. جای گذاری را a است کافͬ فقط — هستند «خوش رفتار» چندجملەای ها شهود:
.limx→2(x

3 − 2x+ 5) = 8− 4 + 5 = 9 ساده: مثال
:q = 15 در حد .P (q) = −2q2 + 40q − 100 سود تابع مدیریتͬ: مثال

lim
q→15

P (q) = −450 + 600− 100 = 50

گنگ و کسری توابع حد :۶ مفهوم ۶ .۴ .۱۴

کنیم. سادەسازی باید آمد، دست به ∞
∞ یا 0

0
فرم مستقیم، جای گذاری با اگر روش:

سادەسازی: روش های
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چندجملەای ها. برای تجزیه: .۱

رادیͺال ها. برای مزدوج در ضرب کردن: گویا .۲

مشترک. عبارات برای فاکتورگیری: .۳

.limx→2
x2−4
x−2

(تجزیه): ۱ مثال

= lim
x→2

(x− 2)(x+ 2)

x− 2
= lim

x→2
(x+ 2) = 4

.limx→0

√
x+4−2
x

(مزدوج): ۲ مثال

= lim
x→0

(
√
x+ 4− 2)(

√
x+ 4 + 2)

x(
√
x+ 4 + 2)

= lim
x→0

x+ 4− 4

x(
√
x+ 4 + 2)

= lim
x→0

1√
x+ 4 + 2

=
1

4

.limx→3
x2−9

x2−5x+6
(فاکتورگیری): ۳ مثال

= lim
x→3

(x− 3)(x+ 3)

(x− 3)(x− 2)
= lim

x→3

x+ 3

x− 2
=

6

1
= 6

:q → 5 در حد .AC(q) = q2+100
q

واحد هر هزینه تابع مدیریتͬ: مثال

=
25 + 100

5
= 25

مثلثاتͬ توابع حد :۷ مفهوم ۷ .۴ .۱۴

باشد: مثلثاتͬ تابع دامنه در a اگر مثلثاتͬ: حد قضیه

lim
x→a

sin x = sin a, lim
x→a

cos x = cos a, lim
x→a

tan x = tan a

مهم): (بسیار ویژه حد

lim
x→0

sin x

x
= 1

.limx→0
sin 3x

x
= limx→0 3 · sin 3x

3x
= 3 · 1 = 3 ساده: مثال

مثلثاتͬ). اتحاد (با limx→0
1−cosx

x2 = 1
2

مثال:

لͽاریتمͬ و نمایی توابع حد :۸ مفهوم ۸ .۴ .۱۴

مهم: حدهای

lim
x→0

ex − 1

x
= 1 (۱۰۸)

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1 (۱۰۹)

lim
x→0+

ln x = −∞ (۱۱۰)

lim
x→∞

ex = +∞ (۱۱۱)

lim
x→−∞

ex = 0 (۱۱۲)
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.limx→0
e2x−1

x
= 2 · limx→0

e2x−1
2x

= 2 · 1 = 2 ساده: مثال
:t → ∞ در حد .PV = 100e−0.1t فعلͬ ارزش تابع مدیریتͬ: مثال

lim
t→∞

PV = 0

ͬ کند. م میل صفر به فعلͬ ارزش بلندمدت، در یعنͬ

بی نهایت در حد :۹ مفهوم ۹ .۴ .۱۴

ͬ شود. م ͷنزدی L به f(x) ͬ شود، م بزرگ بسیار x وقتͬ یعنͬ limx→∞ f(x) = L تعریف:
ͬ کنیم. م تقسیم مخرج توان بالاترین بر کسری، توابع برای روش:

:n > 0 برای قضیه:
lim
x→∞

1

xn
= 0

بی نهایت: در کسری حد حالات

lim
x→∞

anx
n + · · ·

bmxm + · · ·
=


0 n < m
an
bm

n = m

∞ n > m

.limx→∞
3x2+5x
2x2−1

= 3
2

:۱ مثال
.limx→∞

5x+1
x2+3

= 0 :۲ مثال
.limx→∞

x3+2
x+1

= ∞ :۳ مثال
بی نهایت: در حد .AC(q) = 1000+5q

q
= 1000

q
+ 5 متوسط هزینه تابع مدیریتͬ: مثال

lim
q→∞

AC(q) = 5

ͬ شود). م محو ثابت (هزینه ͬ کند م میل ۵ به متوسط هزینه انبوه، تولید در یعنͬ
:P → ∞ در حد .Q(P ) = 1000

P+1
تقاضا تابع مدیریتͬ: مثال

lim
P→∞

Q(P ) = 0

ͬ کند. م میل صفر به تقاضا بالا، بسیار قیمت با یعنͬ

مبهم فرم های :۱۰ مفهوم ۱۰ .۴ .۱۴

ͬ دهند: نم قطعͬ جواب مستقیم، جای گذاری با که فرم هایی تعریف:

0

0
,

∞
∞

, 0 · ∞, ∞−∞, 00, 1∞, ∞0

ابهام: رفع روش های

فاکتورگیری. مزدوج، تجزیه، :0
0

.۱

توان. بالاترین بر تقسیم :∞∞ .۲

کسری. به تبدیل :0 · ∞ .۳

جبری. سادەسازی :∞−∞ .۴
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.eln از استفاده :1∞ .۵
.limx→∞

(
1 + 1

x

)x
= e :1∞ مثال

سال: در مرکب بار n با مرکب بهره تابع مدیریتͬ: مثال

lim
n→∞

P
(
1 +

r

n

)nt

= Pert

است. پیوسته بهره همان این

Theoreⅿ) (Squeeze فشردگͬ قضیه :۱۱ مفهوم ۱۱ .۴ .۱۴

و: ،a ͬͺنزدی در g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) اگر تعریف:
lim
x→a

g(x) = lim
x→a

h(x) = L

آنگاه:
lim
x→a

f(x) = L

میل مقدار همان به هم تابع آن کنند، میل مقدار ͷی به دو هر و باشد «فشرده» تابع دو بین تابعͬ اگر شهود:
ͬ کند. م

هندسͬ. نامساوی از استفاده با limx→0
sinx
x

= 1 اثبات کاربرد:

مجانب ها :۱۲ مفهوم ۱۲ .۴ .۱۴

اگر: است عمودی مجانب x = a خط عمودی: مجانب
lim
x→a+

f(x) = ±∞ یا lim
x→a−

f(x) = ±∞

اگر: است افقͬ مجانب y = L خط افقͬ: مجانب
lim
x→∞

f(x) = L یا lim
x→−∞

f(x) = L

:f(x) = 1
x−2

مثال:
.x = 2 عمودی: مجانب ●

.y = 0 افقͬ: مجانب ●
:AC(q) = 1000

q
+ 5 متوسط هزینه تابع مدیریتͬ: مثال

صفر بر تقسیم ثابت هزینه چون منطقͬ — ͬ شود م بی نهایت صفر تولید در (هزینه q = 0 عمودی: مجانب ●
ͬ شود). م

انبوه). تولید در (هزینه AC = 5 افقͬ: مجانب ●

مدیریت در یͷ طرفه حد :۱۳ مفهوم ۱۳ .۴ .۱۴

پلەای: حقوق تابع مثال:

S(x) =

{
5 0 ≤ x < 100

5 + 0.02(x− 100) x ≥ 100

:x = 100 نقطه در
lim

x→100−
S(x) = 5 (۱۱۳)

lim
x→100+

S(x) = 5 + 0 = 5 (۱۱۴)

است. پیوسته و دارد وجود حد برابرند، حد دو چون
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نهایی تحلیل در کاربرد :۱۴ مفهوم ۱۴ .۴ .۱۴

بی نهایت: در رفتار .P (q) = −2q2 + 40q − 100 سود تابع مثال:

lim
q→∞

P (q) = −∞

ͬ شوند). م غالب اضافͬ هزینەهای (چون ͬ شود م منفͬ بی نهایت سود شود، بی نهایت تولید اگر یعنͬ

حل شده مثال های ۵ .۱۴

حل شده مثال

چندجملەای حد :۱ مثال
.limx→3(2x

3 − 5x+ 1) مسئله: صورت
مستقیم. جای گذاری است، چندجملەای :۱ مرحله

.2(27)− 5(3) + 1 = 54− 15 + 1 = 40 :۲ مرحله
.۴۰ نتیجه:

حل شده مثال

مبهم فرم با کسری حد :۲ مثال
.limx→2

x2−4
x−2

مسئله: صورت
مبهم. فرم — 0/0 جای گذاری: :۱ مرحله

. (x−2)(x+2)
x−2

تجزیه: :۲ مرحله
.x+ 2 → 4 سادەسازی: :۳ مرحله

.۴ نتیجه:

حل شده مثال

مزدوج با حد :۳ مثال
.limx→0

√
1+x−1
x

مسئله: صورت
.0/0 فرم :۱ مرحله

. (
√
1+x−1)(

√
1+x+1)

x(
√
1+x+1)

مزدوج: در ضرب :۲ مرحله
.= x

x(
√
1+x+1)

= 1√
1+x+1

:۳ مرحله
.1/2 حد: :۴ مرحله

.1/2 نتیجه:

حل شده مثال

ویژه مثلثاتͬ حد :۴ مثال
.limx→0

sin 5x
2x

مسئله: صورت
.= 5

2
· limx→0

sin 5x
5x

:۱ مرحله
.= 5

2
· 1 = 5

2
:۲ مرحله

.5/2 نتیجه:

۱۶۶



حل شده مثال

نمایی حد :۵ مثال
.limx→0

e3x−1
x

مسئله: صورت
.= 3 · limx→0

e3x−1
3x

:۱ مرحله
.= 3 · 1 = 3 :۲ مرحله

.۳ نتیجه:

حل شده مثال

بی نهایت در حد :۶ مثال
.limx→∞

4x2+3x−1
2x2−x+5

مسئله: صورت
.4+3/x−1/x2

2−1/x+5/x2 :x2 بر تقسیم :۱ مرحله
.4+0−0
2−0+0

= 2 :۲ مرحله
.۲ نتیجه:

حل شده مثال

بزرگ تر) (مخرج بی نهایت در حد :۷ مثال
.limx→∞

3x+1
x2+5

مسئله: صورت
.3/x+1/x2

1+5/x2 :x2 بر تقسیم :۱ مرحله
.0
1
= 0 :۲ مرحله

.۰ نتیجه:

حل شده مثال

بزرگ تر) (صورت بی نهایت در حد :۸ مثال
.limx→∞

x3+1
x2+1

مسئله: صورت
.x+1/x2

1+1/x2 :x2 بر تقسیم :۱ مرحله
.→ 1 مخرج ،→ ∞ صورت ،x → ∞ وقتͬ :۲ مرحله

.∞ نتیجه:

حل شده مثال

1∞ فرم :۹ مثال
.limx→∞

(
1 + 3

x

)x مسئله: صورت
است. 1∞ فرم این :۱ مرحله

.=
[(
1 + 1

n

)n]3 → e3 :n = x/3 متغیر تغییر با :۲ مرحله
.e3 ≈ 20.09 نتیجه:

۱۶۷



حل شده مثال

پلەای تابع :۱۰ مثال

x؟ = 2 در حد .f(x) =

{
x2 x < 2

3x− 2 x ≥ 2
مسئله: صورت

.limx→2− x2 = 4 چپ: حد :۱ مرحله
.limx→2+(3x− 2) = 4 راست: حد :۲ مرحله

برابرند. حد دو :۳ مرحله
.۴ برابر و دارد وجود حد نتیجه:

حل شده مثال

حد وجود عدم :۱۱ مثال
x؟ = 0 در حد .f(x) = |x|/x مسئله: صورت

.x < 0 ⇒ |x|/x = −1 چپ: حد :۱ مرحله
.x > 0 ⇒ |x|/x = 1 راست: حد :۲ مرحله

نیستند. برابر حد دو :۳ مرحله
ندارد. وجود حد نتیجه:

حل شده مثال

متوسط هزینه :۱۲ مثال
.q → ∞ در حد .AC(q) = 2000+10q

q
مسئله: صورت

.AC = 2000
q

+ 10 :۱ مرحله
.limq→∞ = 0 + 10 = 10 :۲ مرحله

ͬ کند. م میل ۱۰ به انبوه تولید در متوسط هزینه نتیجه:

حل شده مثال

بالا قیمت در تقاضا :۱۳ مثال
.P → ∞ در حد .Q(P ) = 5000

P+10
مسئله: صورت

ثابت. صورت ،→ ∞ مخرج :۱ مرحله
.Q → 0 :۲ مرحله

.۰ نتیجه:

حل شده مثال

بلندمدت سود :۱۴ مثال
.q → ∞ در حد .P (q) = −3q2 + 100q − 200 مسئله: صورت

.−3q2 غالب جمله :۱ مرحله
.P (q) → −∞ :۲ مرحله

.−∞ نتیجه:

۱۶۸



حل شده مثال

رادیͺال با حد :۱۵ مثال
.limx→∞(

√
x2 + x− x) مسئله: صورت

.∞−∞ فرم :۱ مرحله
. (
√
x2+x−x)(

√
x2+x+x)√

x2+x+x
= x√

x2+x+x
مزدوج: در ضرب :۲ مرحله

. 1√
1+1/x+1

→ 1
2

:x بر تقسیم :۳ مرحله
.1/2 نتیجه:

حل شده مثال

مثلثاتͬ ترکیب :۱۶ مثال
.limx→0

sin 2x
sin 3x

مسئله: صورت
.= sin 2x

2x
· 3x
sin 3x

· 2
3

:۱ مرحله
.= 1 · 1 · 2

3
= 2

3
:۲ مرحله

.2/3 نتیجه:

حل شده مثال

لͽاریتمͬ حد :۱۷ مثال
.limx→0

ln(1+2x)
x

مسئله: صورت
.= 2 · limx→0

ln(1+2x)
2x

:۱ مرحله
.= 2 · 1 = 2 :۲ مرحله

.۲ نتیجه:

حل شده مثال

0 · ∞ فرم :۱۸ مثال
.limx→0+ x ln x مسئله: صورت

.limx→0+
lnx
1/x

کسری: به تبدیل :۱ مرحله
. 1/x
−1/x2 = −x → 0 :(۱۵ (فصل هوپیتال با .∞/∞ فرم :۲ مرحله

.۰ نتیجه:

حل شده مثال

مطلق قدر با تابع :۱۹ مثال
.limx→3

|x−3|
x−3

مسئله: صورت
.−(x−3)

x−3
= −1 چپ: حد :۱ مرحله

.x−3
x−3

= 1 راست: حد :۲ مرحله
نیستند. برابر حد دو :۳ مرحله

ندارد. وجود حد نتیجه:

۱۶۹



حل شده مثال

پیچیده حد :۲۰ مثال
.limx→1

x3−1
x2−1

مسئله: صورت
. (x−1)(x2+x+1)

(x−1)(x+1)
تجزیه: :۱ مرحله

.= x2+x+1
x+1

:۲ مرحله
.3
2

:x = 1 در :۳ مرحله
.3/2 نتیجه:

رایج اشتباهات ۶ .۱۴

رایج اشتباه

.∞/∞ = 1 یا 0/0 = 1 نوشتن و مبهم فرم در مستقیم جای گذاری :۱ اشتباه
کن. سادەسازی و شناسایی را مبهم فرم پیشͽیری: راه

است. تابع مقدار برابر همیشه حد اینکه فرض :۲ اشتباه
جداگانەاند. مفهوم دو تابع مقدار و حد پیشͽیری: راه

بی نهایت. حد در توان بالاترین بر تقسیم در اشتباه :۳ اشتباه
کن. پیدا را مشترک توان بالاترین پیشͽیری: راه

پلەای. توابع در راست و چپ حد بررسͬ کردن فراموش :۴ اشتباه
کن. حساب جدا را حد دو همیشه پیشͽیری: راه

.∞−∞ فرم های در علامت در اشتباه :۵ اشتباه
کن. ساده فاکتورگیری یا مزدوج با پیشͽیری: راه

.lim g = 0 وقتͬ lim(f/g) = lim f/ lim g فرض :۶ اشتباه
نرود. صفر به مخرج که کن بررسͬ ابتدا پیشͽیری: راه

مختلف. ضرایب برای sin x/x حد در اشتباه :۷ اشتباه
کن. استفاده u = kx متغیر تغییر از پیشͽیری: راه

.1∞ مثل خاص مبهم فرم های کردن فراموش :۸ اشتباه
کن. حفظ را مبهم فرم های همه پیشͽیری: راه

۱۷۰



مدیریت در کاربرد ۷ .۱۴

مدیریتͬ کاربرد

انبوه تولید در متوسط هزینه :۱ کاربرد
ͬ دهد. م نشان را واحد» هر متغیر «هزینه بی نهایت، در متوسط هزینه تابع حد

حدی قیمت های در تقاضا :۲ کاربرد
ͬ دهد. م نشان را بازار رفتار پایین، یا بالا بسیار قیمت های در تقاضا تابع حد

بلندمدت سود :۳ کاربرد
ͬ کند. م مشخص را کسب وکار بلندمدت سرنوشت بی نهایت، در سود تابع حد

فعلͬ ارزش :۴ کاربرد
دائمͬ). پروژەهای (برای بی نهایت زمان در فعلͬ ارزش حد

سربەسر نقطه تحلیل :۵ کاربرد
بحرانͬ. نقاط در هزینه و درآمد توابع حد

پیوسته بهره :۶ کاربرد
کند. میل بی نهایت به مرکب سازی تعداد وقتͬ مرکب بهره حد

ͷریس تحلیل :۷ کاربرد
حدی. شرایط در ورشͺستگͬ احتمال حد

رشد مدل سازی :۸ کاربرد
بلندمدت. در ͷلجستی و نمایی رشد توابع حد

صف تئوری :۹ کاربرد
سرویس. نرخ به ورودی نرخ در صف طول حد

خرد اقتصاد :۱۰ کاربرد
ͬ یابد. م افزایش مصرف وقتͬ نهایی مطلوبیت حد

فصل خلاصه ۸ .۱۴

کاربرد فرمول مفهوم

مستقیم جای گذاری limx→a P (x) = P (a) چندجملەای حد
مزدوج تجزیه، سادەسازی مبهم) (فرم کسری حد
مثلثات limx→0 sin x/x = 1 ویژه مثلثاتͬ حد
مالͬ limx→0(e

x − 1)/x = 1 ویژه نمایی حد
بلندمدت رفتار توان بالاترین بر تقسیم بی نهایت در حد
پیوسته بهره → e 1∞ فرم
پلەای توابع lim+ ،lim− راست و چپ حد
رفتار تحلیل بی نهایت حد مجانب

خودآزمایی ۹ .۱۴
سوال) ۱۵) چهارگزینەای ۱ .۹ .۱۴

:limx→2(3x+ 1) .۱

۵ آ)

۶ ب)

۱۷۱



۷ ج)

۸ د)

:limx→3
x2−9
x−3

.۲

۰ آ)

۳ ب)

۶ ج)

ندارد وجود د)

:limx→0
sin 4x

x
.۳

۰ آ)

۱ ب)

۴ ج)

∞ د)

:limx→∞
5x2+1
2x2−3

.۴

۰ آ)

5/2 ب)

2/5 ج)

∞ د)

:limx→0
e2x−1

x
.۵

۰ آ)

۱ ب)

۲ ج)

e د)

:limx→∞
3x+1
x2+1

.۶

۰ آ)

۱ ب)

۳ ج)

∞ د)

:limx→4

√
x+ 5 .۷

۲ آ)

۱۷۲



۳ ب)

۴ ج)

۹ د)

:limx→0

√
1+x−1
x

.۸

۰ آ)

1/2 ب)

۱ ج)

∞ د)

:limx→∞
(
1 + 2

x

)x .۹

۱ آ)

۲ ب)

e ج)

e2 د)

:x = 0 در f(x) = |x|/x تابع .۱۰

دارد ۱ حد آ)

دارد − حد ب)

دارد ۰ حد ج)

ندارد حد د)

:limx→∞
2x3+1
x2+5

.۱۱

۰ آ)

۲ ب)

∞ ج)

−∞ د)

:f(x) = 3x+1
x−2

افقͬ مجانب .۱۲

y = 0 آ)

y = 1 ب)

y = 3 ج)

x = 2 د)

:limx→0
ln(1+x)

x
.۱۳

۱۷۳



۰ آ)

۱ ب)

e ج)

∞ د)

:limx→0
tanx
x

.۱۴

۰ آ)

۱ ب)

∞ ج)

ندارد وجود د)

:q → ∞ در حد .AC(q) = 500
q

+ 10 متوسط هزینه تابع .۱۵

۰ آ)

۵ ب)

۱۰ ج)

∞ د)

سوال) ۸) تشریحͬ ۲ .۹ .۱۴

.limx→2
x2−5x+6
x2−4

.۱۶
.limx→0

√
4+x−2
x

.۱۷
.limx→∞

4x3−2x+1
2x3+x2−5

.۱۸
.limx→0

sin 3x
sin 5x

.۱۹
.limx→∞(

√
x2 + 2x− x) .۲۰

x؟ = 1 در حد .f(x) =


x+ 1 x < 1

3 x = 1

x2 + 2 x > 1

تابع .۲۱

.limx→∞
(
1 + 1

2x

)4x .۲۲
مدیریتͬ. تفسیر و q → ∞ در حد .C(q) = 1000+5q+0.01q2

q
هزینه تابع .۲۳

تشریحͬ پاسخنامه ۱۰ .۱۴
.3(2) + 1 = 7 ج) .۱

. (x−3)(x+3)
x−3

= x+ 3 → 6 ج) .۲
.4 · sin(4x)/(4x) → 4 ج) .۳

.5/2 ب) .۴
.2 · (e2x − 1)/(2x) → 2 ج) .۵

صفر. :۲ درجه مخرج خطͬ، صورت الف) .۶
.
√
9 = 3 ب) .۷

۱۷۴



.1/2 مزدوج: ب) .۸
.e2 د) .۹

.+1 راست حد ،−1 چپ حد د) .۱۰
.∞ :۲ درجه مخرج ،۳ درجه صورت ج) .۱۱

.۳ ضرایب: نسبت ج) .۱۲
.۱ لͽاریتمͬ: ویژه حد ب) .۱۳

.tan x/x = (sin x/x)(1/ cos x) → 1 ب) .۱۴
.0 + 10 = 10 ج) .۱۵

. (x−2)(x−3)
(x−2)(x+2)

= x−3
x+2

→ −1
4

تجزیه: .۱۶
. x
x(

√
4+x+2)

= 1√
4+x+2

→ 1
4

مزدوج: .۱۷
.4/2 = 2 ضرایب: نسبت .۱۸

.3
5
· sin 3x

3x
· 5x
sin 5x

→ 3
5

.۱۹
. 2x√

x2+2x+x
→ 2

2
= 1 مزدوج: .۲۰

ندارد. وجود حد — نیستند برابر حد دو .3 راست: حد .2 چپ: حد .۲۱

.=
[(
1 + 1

2x

)2x]2 → e2 .۲۲
به انبوه تولید در متوسط هزینه یعنͬ .0+5+∞ = ∞ بی نهایت: در حد .C(q) = 1000

q
+5+0.01q .۲۳

غالب اضافͬ هزینەهای زیاد، بسیار تولید در یعنͬ این — ͬ شود) م غالب 0.01q جمله (چون ͬ کند م میل بی نهایت
ͬ رود. م بین از مقیاس به صرفه و ͬ شوند م

پیشنهادی منابع ۱۱ .۱۴

.۱۰ فصل مدیریت. برای پایه ریاضیات .(۱۳۹۸) م. پورکاظمͬ، ●

.۱۰ فصل مدیریت. در آن کاربرد و ریاضیات .(۱۳۹۹) م. رنجبران، ●

.۱۰ فصل عمومͬ. ریاضیات .(۱۳۹۷) م. نیͺوکار، ●

Sⅽi− Soⅽiaⅼ anⅾ Ⅼife، Ⅿanageriaⅼ، the for Ⅿatheⅿatiⅽs Appⅼieⅾ .(۲۰۱۹) T. S. Tan، ●
.۱۰ −۹ Ⅽh. .enⅽes

.۹ Ⅽh. .Business for Ⅿatheⅿatiⅽs .(۲۰۱۷) A. S. Saⅼzⅿan، ●

.۹ Ⅽh. .Finanⅽe anⅾ Business Eⅽonoⅿiⅽs، forⅯatheⅿatiⅽs Basiⅽ .(۲۰۱۸) E. Uⅿⅿer، ●

بازرسͬ ایست

توسعەیافته نسخه – ۱۰ فصل پایان
منبع ۶ | سوال ۲۳ | حل شده مثال ۲۰ | A۴ صفحه ۲۴∼ آمار:

xⅽoⅼor enuⅿiteⅿ booktabs geoⅿetry aⅿsⅿath،aⅿssyⅿb،aⅿsthⅿ [۱۲pt،a۴paper]artiⅽⅼe
xepersian hyperref tⅽoⅼorbox

ⅿargin=۲.۵ ⅽⅿ
(۱) مدیریت در آن کاربرد و ریاضیات

۱۴۰۵ مهر ۱۳ آموزشͬ معمار نفره ۵ تیم توسعەیافته) (نسخه راست و چپ حد :۱۱ فصل

مطالب فهرست

۱۷۵



دوبرابر) حجم – توسعەیافته (نسخه راست و چپ حد :۱۱ فصل ۱۵

چͺیده ۱ .۱۵
خاص سمت ͷی از x وقتͬ ببینیم و شویم عمیق تر ͬ خواهیم م حالا شدی. آشنا آن خواص و حد مفهوم با قبل فصل در
تابع ͬ گویند م ما به که هستند دقیقͬ ابزارهای راست، حد و چپ حد ͬ افتد. م اتفاقͬ چه ͬ شود، م ͷنزدی a نقطه به
مطلق، قدر توابع پلەای، توابع در بەویژه مفهوم، این دارد. رفتاری چه راست و چپ سمت از نقطه، ͷی ͬͺنزدی در
راست، و چپ حد دقیق تعریف فصل، این در است. حیاتͬ دارند، «پرش» نقطەای در که توابعͬ و تعرفەای، توابع
را مدیریتͬ گسترده کاربردهای و صحیح، جزء توابع مطلق، قدر توابع تعرفەای، توابع پلەای، توابع حد، وجود شرط
را مدیریتͬ پلەای توابع رفتار و کنͬ تعیین نقطەای هر در را حد وجود عدم یا وجود بتوانͬ نهایی: هدف ͬ آموزی. م

کنͬ. تحلیل

یادگیری اهداف ۲ .۱۵
پرشͬ. ناپیوستگͬ پرش، حد، وجود شرط راست، حد چپ، حد کند: تعریف ●

صحیح. جزء مطلق، قدر پلەای، کسری، چندجملەای، توابع راست و چپ حد کند: محاسبه ●

پلەای. توابع بحرانͬ نقاط در حد وجود عدم یا وجود کند: تحلیل ●

دارد. پرش یا است پیوسته نقطه ͷی در تابع آیا دهد: تشخیص ●

پلەای. تخفیف پلەای، حقوق تعرفەای، توابع کند: مدل سازی ●

مدیریتͬ. تصمیم گیری بر پرش ها تأثیر کند: ارزیابی ●

طنز مقدمه ۳ .۱۵
است؟» چقدر پاداشم باشد، تومان میلیون ۱۰۰ دقیقاً من فروش «اگر بداند ͬ خواهد م فروش مدیر ͷی کن تصور
این سوال حالا مازاد. ۲٪ + میلیون ۵ پاداش میلیون، ۱۰۰ از بیش میلیون؛ ۵ پاداش میلیون، ۱۰۰ تا قرارداد: طبق
— است ͬͺی جواب دو هر ۰؟ + میلیون ۵ یا است میلیون ۵ پاداش آیا باشد، میلیون ۱۰۰ دقیقاً فروش اگر است:

است. پیوسته ۱۰۰ در تابع پس
۵ چپ حد ،۱۰۰ نقطه در آنگاه — «۶ پاداش بیشتر، و ۱۰۰ ۵؛ پاداش ،۱۰۰ از «کمتر بͽوید: قرارداد اگر اما
چپ حد که اینجاست دارد. «پرش» ۱۰۰ در تابع و ندارد وجود حد پس نیستند، برابر حد دو است. ۶ راست حد و

ͬ دهد. م نشان را سرگردان کننده قرارداد ͷی و عادلانه قرارداد ͷی بین تفاوت راست، و
توجه پرش ها به و است» تابع مقدار همان «حد ͬ کنند م فکر مدیران از بسیاری اینجاست: ماجرا طنزآمیز نکته
شوند. حقوقͬ دعوای حتͬ و کارمندان، شͺایت سوءتفاهم، باعث ͬ توانند م پرش ها واقعͬ، دنیای در اما ͬ کنند. نم
این ͬ کند. م پیدا بدی حس فروخته، میلیون ۹ .۹۹ که کارمندی بپرد، میلیون ۱ یͷ باره ۱۰۰ نقطه در پاداش اگر مثلا́

ͬ برد. م مرزها» در «دقت به پرش» از «غفلت از را تو فصل،

اصلͬ مفاهیم ۴ .۱۵

چپ حد تعریف :۱ مفهوم ۱ .۴ .۱۵

(مقادیر چپ سمت از x وقتͬ ͬ شود م ͷنزدی آن به f(x) که است مقداری ،a نقطه در f تابع چپ حد تعریف:
ͬ شود: م ͷنزدی a به (a از کوچͷ تر

lim
x→a−

f(x) = L1

۱۷۶



نهایی مقصد چپ، حد ͬ کنͬ. م حرکت a سمت به چپ سمت از و ایستادەای اعداد خط روی کن تصور شهود:
است. حرکت این

بودن». «منفͬ نه است، چپ» «از معنای به (−) بالا منفͬ علامت نکته:

f(x) =

{
x2 x < 2

5 x ≥ 2
ساده: مثال

lim
x→2−

f(x) = lim
x→2−

x2 = 4

راست حد تعریف :۲ مفهوم ۲ .۴ .۱۵

(مقادیر راست سمت از x وقتͬ ͬ شود م ͷنزدی آن به f(x) که است مقداری ،a نقطه در f تابع راست حد تعریف:
ͬ شود: م ͷنزدی a به (a از بزرگ تر

lim
x→a+

f(x) = L2

ͬ کنͬ. م حرکت a سمت به راست سمت از شهود:
قبل: تابع همان در ساده: مثال

lim
x→2+

f(x) = lim
x→2+

5 = 5

حد وجود شرط :۳ مفهوم ۳ .۴ .۱۵

قضیه

اگر: تنها و اگر دارد وجود limx→a f(x) حد

lim
x→a−

f(x) = lim
x→a+

f(x) = L

است. L برابر حد مقدار صورت، این در و

وجود حد برسͬ، مختلف مقصد دو به اگر دارد. وجود حد برسͬ، مقصد ͷی به مختلف مسیر دو از اگر شهود:
ندارد.

ندارد. وجود limx→2 f(x) نیستند، برابر چون است. ۵ راست حد و ۴ چپ حد بالا، تابع در عددی: مثال
فروش: پاداش تابع در مدیریتͬ: مثال

S(x) =

{
5 x < 100

6 x ≥ 100

.۱۰۰ نقطه در پرش — ۶ راست حد ،۵ چپ حد

پلەای توابع :۴ مفهوم ۴ .۴ .۱۵

ͬ خورد. م «پله» مرزی نقاط در و است ثابت بازەهایی در که تابعͬ تعریف:
ساده: مثال

f(x) =


1 0 ≤ x < 2

2 2 ≤ x < 4

3 4 ≤ x < 6

۱۷۷



مرزی: نقاط در حد

lim
x→2−

f(x) = 1, lim
x→2+

f(x) = 2 (۱۱۵)

lim
x→4−

f(x) = 2, lim
x→4+

f(x) = 3 (۱۱۶)

ندارد. وجود حد نقطه، دو هر در
برق: پلەای تعرفه مدیریتͬ: مثال

C(x) =


0.5x 0 ≤ x ≤ 100

50 + 0.8(x− 100) 100 < x ≤ 200

130 + 1.2(x− 200) x > 200

مطلق قدر تابع :۵ مفهوم ۵ .۴ .۱۵

|x| =

{
x x ≥ 0

−x x < 0
تعریف:

صفر: در حد

lim
x→0−

|x| = lim
x→0−

(−x) = 0 (۱۱۷)

lim
x→0+

|x| = lim
x→0+

x = 0 (۱۱۸)

.limx→0 |x| = 0 پس — برابرند حد دو
:|x|/x تابع

lim
x→0−

|x|
x

= lim
x→0−

−x

x
= −1 (۱۱۹)

lim
x→0+

|x|
x

= lim
x→0+

x

x
= 1 (۱۲۰)

ندارد. وجود حد — نیستند برابر حد دو

صحیح جزء تابع :۶ مفهوم ۶ .۴ .۱۵

.x مساوی یا کوچͷ تر صحیح عدد بزرگ ترین = ⌊x⌋ تعریف:
صحیح: n برای صحیح: اعداد در حد

lim
x→n−

⌊x⌋ = n− 1 (۱۲۱)

lim
x→n+

⌊x⌋ = n (۱۲۲)

ندارد. وجود حد صحیح، اعداد در پس
کامل: بستەهای تعداد مدیریتͬ: مثال

B(x) = ⌊x/12⌋

.⌊24.01/12⌋ = 2 راست حد ،⌊23.99/12⌋ = 1 چپ حد :x = 24 در

۱۷۸



سقف تابع :۷ مفهوم ۷ .۴ .۱۵

.x مساوی یا بزرگ تر صحیح عدد کوچͷ ترین = ⌈x⌉ تعریف:
صحیح: اعداد در حد

lim
x→n−

⌈x⌉ = n (۱۲۳)

lim
x→n+

⌈x⌉ = n+ 1 (۱۲۴)

لازم: کامیون تعداد مدیریتͬ: مثال
T (x) = ⌈x/10⌉

.⌈50.01/10⌉ = 6 راست حد ،⌈49.99/10⌉ = 5 چپ حد :x = 50 در

Priⅽing) (Tiereⅾ تعرفەای توابع :۸ مفهوم ۸ .۴ .۱۵

است. متفاوت مختلف بازەهای در تغییر نرخ که توابعͬ تعریف:
اینترنت: تعرفه مثال:

C(x) =


50 0 ≤ x ≤ 20

50 + 3(x− 20) 20 < x ≤ 50

140 + 5(x− 50) x > 50

مرزی: نقاط در پیوستگͬ بررسͬ

lim
x→20−

C(x) = 50, lim
x→20+

C(x) = 50 (۱۲۵)

lim
x→50−

C(x) = 50 + 90 = 140, lim
x→50+

C(x) = 140 (۱۲۶)

است. پیوسته تابع — دارد وجود حد نقطه، دو هر در
ناپیوسته: مثال

C(x) =

{
50 0 ≤ x ≤ 20

60 + 3(x− 20) x > 20

واحدی. ۱۰ پرش — ۶۰ راست حد ،۵۰ چپ حد :x = 20 در

Funⅽtions) (Pieⅽewise قطعەای توابع :۹ مفهوم ۹ .۴ .۱۵

ͬ شوند. م تعریف مختلف بازەهای در مختلف فرمول چند با که توابعͬ تعریف:
حد: بررسͬ روش

بنویس. را مربوطه فرمول بازه، هر در .۱

کن. حساب جدا را راست و چپ حد .۲

نه. وگرنه دارد؛ وجود حد بودند، برابر اگر .۳
مثال:

f(x) =

{
x2 + 1 x < 1

3x− 1 x ≥ 1

lim
x→1−

f(x) = 1 + 1 = 2 (۱۲۷)

lim
x→1+

f(x) = 3− 1 = 2 (۱۲۸)

است. ۲ برابر و دارد وجود حد — برابرند حد دو

۱۷۹



(Juⅿp) پرش :۱۰ مفهوم ۱۰ .۴ .۱۵

:a نقطه در پرش اندازه تعریف:

پرش =
∣∣∣∣ limx→a+

f(x)− lim
x→a−

f(x)

∣∣∣∣
است. ۱ پرش اندازه ،۶ به ۵ پرش با پاداش تابع در مثال:

مالیات: پرش بپرد، ۲۰٪ به ۱۰٪ از میلیون ۵۰ نقطه در مالیات اگر مدیریتͬ: مثال

∆T = 0.20× 50− 0.10× 50 = میلیون5

بی نهایت در راست و چپ حد :۱۱ مفهوم ۱۱ .۴ .۱۵

دارد. معنͬ بی نهایت در سمت ͷی فقط گاهͬ تعریف:
:f(x) =

√
x مثال:

lim
x→0+

√
x = 0

است). x ≥ 0 دامنه (چون ندارد معنͬ صفر در چپ حد
حد اما ندارد، معنͬ L = 0 در چپ حد است. کارگر تعداد L که Q(L) = 10

√
L تولید تابع مدیریتͬ: مثال

است. ۰ راست

نمایی توابع در راست و چپ حد :۱۲ مفهوم ۱۲ .۴ .۱۵

:x = 0 در f(x) = e1/x مثال:

lim
x→0−

e1/x = e−∞ = 0 (۱۲۹)

lim
x→0+

e1/x = e+∞ = +∞ (۱۳۰)

ندارد. وجود حد

پلەای مالیات تحلیل در کاربرد :۱۳ مفهوم ۱۳ .۴ .۱۵

درآمد: بر مالیات مثال:

T (x) =


0.10x 0 ≤ x ≤ 50

5 + 0.20(x− 50) 50 < x ≤ 100

15 + 0.30(x− 100) x > 100

تومان) میلیون به (ارقام
پیوستگͬ: بررسͬ

lim
x→50−

T (x) = 5, lim
x→50+

T (x) = 5 + 0 = 5 (۱۳۱)

lim
x→100−

T (x) = 5 + 10 = 15, lim
x→100+

T (x) = 15 (۱۳۲)

ͬ کند. نم جهش یͷ باره مالیات اما ͬ کند م تغییر مالیات نرخ — است پیوسته تابع

۱۸۰



پلەای تخفیف تحلیل در کاربرد :۱۴ مفهوم ۱۴ .۴ .۱۵

خرید: حجم اساس بر تخفیف مثال:

D(x) =


0 x < 100

0.05x 100 ≤ x < 500

0.10x x ≥ 500

واحدی! ۲۵ پرش .0.10× 500 = 50 راست حد ،0.05× 500 = 25 چپ حد :x = 500 در
بͽیرد. دوبرابر تخفیف تا برساند ۵۰۰ به ۴۹۹ از را خرید است ممͺن مشتری مدیریتͬ: تفسیر

سریع تشخیص جدول :۱۵ مفهوم ۱۵ .۴ .۱۵

راست حد چپ حد تابع

P (a) P (a) چندجملەای
P (a)
Q(a)

P (a)
Q(a)

( ̸= 0 (مخرج گویا
+1 −1 ۰ در |x|/x
n n− 1 n در ⌊x⌋
n+ 1 n n در ⌈x⌉
راست پله مقدار چپ پله مقدار پلەای

حل شده مثال های ۵ .۱۵

حل شده مثال

ساده پلەای تابع :۱ مثال

.x = 3 در راست و چپ حد .f(x) =

{
2 x < 3

5 x ≥ 3
مسئله: صورت

.limx→3− f(x) = 2 چپ: حد :۱ مرحله
.limx→3+ f(x) = 5 راست: حد :۲ مرحله

واحدی). ۳ (پرش ندارد وجود حد نتیجه:

حل شده مثال

مطلق قدر تابع :۲ مثال
.limx→0+

|x|
x

و limx→0−
|x|
x

مسئله: صورت
.−x
x

= −1 پس ،|x| = −x :x < 0 برای :۱ مرحله
.x
x
= 1 پس ،|x| = x :x > 0 برای :۲ مرحله

.+1 راست حد ،−1 چپ حد نتیجه:

۱۸۱



حل شده مثال

قطعەای تابع :۳ مثال

.x = 2 در حد .f(x) =

{
x2 x < 2

3x− 2 x ≥ 2
مسئله: صورت

.4 چپ: حد :۱ مرحله
.6− 2 = 4 راست: حد :۲ مرحله

برابرند. حد دو :۳ مرحله
.limx→2 f(x) = 4 نتیجه:

حل شده مثال

صحیح جزء تابع :۴ مثال
.limx→3+⌊x⌋ و limx→3−⌊x⌋ مسئله: صورت

.⌊2.99⌋ = 2 epsiⅼon: منهای ۳ از کمتر صحیح عدد بزرگ ترین چپ: حد :۱ مرحله
.⌊3.01⌋ = 3 راست: حد :۲ مرحله

.۳ راست حد ،۲ چپ حد نتیجه:

حل شده مثال

سقف تابع :۵ مثال
.limx→4+⌈x⌉ و limx→4−⌈x⌉ مسئله: صورت

.⌈3.99⌉ = 4 چپ: حد :۱ مرحله
.⌈4.01⌉ = 5 راست: حد :۲ مرحله

.۵ راست حد ،۴ چپ حد نتیجه:

حل شده مثال

پلەای تعرفه :۶ مثال

.x = 50 در حد .C(x) =

{
100 0 ≤ x ≤ 50

100 + 3(x− 50) x > 50
مسئله: صورت

.۱۰۰ چپ: حد :۱ مرحله
.100 + 3(0) = 100 راست: حد :۲ مرحله
(پیوسته). ۱۰۰ برابر و دارد وجود حد نتیجه:

حل شده مثال

ناپیوسته تعرفه :۷ مثال

.x = 50 در حد .C(x) =

{
100 0 ≤ x ≤ 50

120 + 3(x− 50) x > 50
مسئله: صورت

.۱۰۰ چپ: حد :۱ مرحله
.۱۲۰ راست: حد :۲ مرحله

واحدی). ۲۰ (پرش ندارد وجود حد نتیجه:

۱۸۲



حل شده مثال

فروش پاداش :۸ مثال

.x = 100 در حد .S(x) =

{
5 x < 100

5 + 0.02(x− 100) x ≥ 100
مسئله: صورت

.۵ چپ: حد :۱ مرحله
.۵ راست: حد :۲ مرحله

(پیوسته). ۵ برابر حد نتیجه:

حل شده مثال

مطلق قدر ترکیب :۹ مثال
.x = 2 در f(x) = |x−2|

x−2
مسئله: صورت

.−(x−2)
x−2

= −1 چپ: حد :۱ مرحله
.x−2
x−2

= +1 راست: حد :۲ مرحله
ندارد. وجود حد نتیجه:

حل شده مثال

e1/x تابع :۱۰ مثال
.limx→0+ e1/x و limx→0− e1/x مسئله: صورت

.e1/x → 0 پس ،1/x → −∞ ،x → 0− وقتͬ :۱ مرحله
.e1/x → +∞ پس ،1/x → +∞ ،x → 0+ وقتͬ :۲ مرحله

.+∞ راست حد ،۰ چپ حد نتیجه:

حل شده مثال

حد وجود برای k تعیین :۱۱ مثال

باشد. داشته وجود x = 2 در حد تا بیاب را k .f(x) =

{
kx+ 1 x < 2

x2 x ≥ 2
مسئله: صورت

.2k + 1 چپ: حد :۱ مرحله
.۴ راست: حد :۲ مرحله

.2k + 1 = 4 ⇒ k = 3/2 :۳ مرحله
.k = 1.5 نتیجه:

حل شده مثال

پلەای مالیات :۱۲ مثال

.x = 50 در حد .T (x) =

{
0.1x x ≤ 50

5 + 0.2(x− 50) x > 50
مسئله: صورت

.0.1(50) = 5 چپ: حد :۱ مرحله
.5 + 0.2(0) = 5 راست: حد :۲ مرحله

پیوسته. نتیجه:

۱۸۳



حل شده مثال

علامت تابع :۱۳ مثال

.x = 0 در حد .sgn(x) =


−1 x < 0

0 x = 0

1 x > 0

مسئله: صورت

.−1 چپ: حد :۱ مرحله
.+1 راست: حد :۲ مرحله

ندارد. وجود حد نتیجه:

حل شده مثال

sin(1/x) تابع :۱۴ مثال
.limx→0 sin(1/x) مسئله: صورت

ͬ کند. م نوسان 1 و −1 بین sin و 1/x → ∞ ،x → 0 وقتͬ :۱ مرحله
(نوسانͬ). ندارند وجود راست و چپ حد :۲ مرحله

ندارد. وجود حد نتیجه:

حل شده مثال

دوضابطەای تابع :۱۵ مثال

.x = 1 در حد .f(x) =

{
2x+ 1 x < 1

x2 + 2 x ≥ 1
مسئله: صورت

.2(1) + 1 = 3 چپ: حد :۱ مرحله
.1 + 2 = 3 راست: حد :۲ مرحله

.۳ برابر و دارد وجود حد نتیجه:

حل شده مثال

پلەای تخفیف :۱۶ مثال

.x = 100 در حد .D(x) =

{
0 x < 100

0.05x x ≥ 100
مسئله: صورت

.۰ چپ: حد :۱ مرحله
.0.05(100) = 5 راست: حد :۲ مرحله

واحدی. ۵ پرش نتیجه:

حل شده مثال

1/(1 + e1/x) تابع :۱۷ مثال
.x = 0 در راست و چپ حد مسئله: صورت

.1/(1 + 0) = 1 چپ: حد :۱ مرحله
.1/(1 +∞) = 0 راست: حد :۲ مرحله

.۰ راست حد ،۱ چپ حد نتیجه:

۱۸۴



حل شده مثال

کامیون تعداد :۱۸ مثال
.x = 50 در راست و چپ حد .T (x) = ⌈x/10⌉ مسئله: صورت

.⌈4.99⌉ = 5 چپ: حد :۱ مرحله
.⌈5.01⌉ = 6 راست: حد :۲ مرحله

واحدی. ۱ پرش نتیجه:

حل شده مثال

سەضابطەای تابع :۱۹ مثال

.x = 1 در حد .f(x) =


x x < 1

2 x = 1

x2 + 1 x > 1

مسئله: صورت

.۱ چپ: حد :۱ مرحله
.۲ راست: حد :۲ مرحله
ندارد. وجود حد نتیجه:

حل شده مثال

پرش نقطه تحلیل :۲۰ مثال

.x = 20 در پرش اندازه ،C(x) =

{
50 x ≤ 20

60 + 3(x− 20) x > 20
تابع در مسئله: صورت

.۵۰ چپ: حد :۱ مرحله
.۶۰ راست: حد :۲ مرحله

.|60− 50| = 10 پرش: :۳ مرحله
واحدی. ۱۰ پرش نتیجه:

۱۸۵



رایج اشتباهات ۶ .۱۵

رایج اشتباه

طرف. دو بررسͬ بدون حد وجود فرض :۱ اشتباه
کن. حساب جدا را راست و چپ حد همیشه پیشͽیری: راه

.x → a+ و x → a− علامت در اشتباه :۲ اشتباه
راست. از یعنͬ + چپ، از یعنͬ − پیشͽیری: راه

منفͬ. اعداد در ⌊x⌋ فرمول کردن فراموش :۳ اشتباه
.(−2 (نه ⌊−2.5⌋ = −3 پیشͽیری: راه

دارد). وجود حد (فرض |x|/x تابع در اشتباه :۴ اشتباه
.+1 راست حد ،−1 چپ حد پیشͽیری: راه

رادیͺالͬ. توابع در دامنه کردن فراموش :۵ اشتباه
ندارد. معنͬ

√
x برای x = 0 در چپ حد پیشͽیری: راه

ناپیوستگͬ. نوع تشخیص در اشتباه :۶ اشتباه
.±∞ حد نامتناهͬ: مختلف؛ متناهͬ حد دو پرشͬ: پیشͽیری: راه

بررسͬ. بدون تعرفەای توابع در پیوستگͬ فرض :۷ اشتباه
کن. حساب را راست و چپ حد مرزی، نقطه هر در پیشͽیری: راه

مدیریت در کاربرد ۷ .۱۵

مدیریتͬ کاربرد

پلەای تعرفەهای :۱ کاربرد
بهینه مصرف بر مهمͬ تأثیر پرش، نقاط ͬ کنند. م استفاده پلەای توابع از اینترنت و گاز آب، برق، شرکت های

دارند.
پلەای مالیات :۲ کاربرد

انگیزەای فرد است ممͺن باشد، ناپیوسته مالیات اگر ͬ کنند. م تغییر مرزی نقاط در نرخ ها درآمد، بر مالیات در
باشد. داشته درآمد کردن کم برای

پلەای تخفیف های :۳ کاربرد
کند. ترغیب بیشتر خرید به را مشتری و کند ایجاد ناپیوستگͬ ͬ تواند م خرید حجم اساس بر تخفیف

فروش پاداش :۴ کاربرد
نگه پرش نقطه روی دقیقاً را فروش (مثلا́ کند ایجاد عجیب انگیزەهای ͬ تواند م مرزی نقاط در پلەای پاداش

داشتن).
حمل و بستەبندی :۵ کاربرد

ͬ رود. م کار به کامیون و بسته تعداد محاسبه برای سقف و صحیح جزء تابع
سربەسر نقطه تحلیل :۶ کاربرد

سربەسر. دقیق تحلیل برای مرزی نقاط در راست و چپ حد
قیمت گذاری :۷ کاربرد

ͬ کند. م استفاده پلەای توابع از نرم افزار) اشتراک (مثل دیجیتال محصولات برای پلەای قیمت گذاری
ظرفیت مدیریت :۸ کاربرد

است. بحرانͬ ظرفیت نقاط در راست و چپ حد صف، سیستم های در

۱۸۶



کاربرد فرمول مفهوم

چپ از رفتار limx→a− f(x) چپ حد
راست از رفتار limx→a+ f(x) راست حد
پیوستگͬ راست حد = چپ حد حد وجود شرط
ناپیوستگͬ اندازه | lim+ − lim− | پرش
بستەبندی ⌊x⌋ صحیح جزء
نقل و حمل ⌈x⌉ سقف
علامت |x|/x مطلق قدر
قیمت گذاری چندضابطەای پلەای تعرفه

فصل خلاصه ۸ .۱۵

خودآزمایی ۹ .۱۵
سوال) ۱۵) چهارگزینەای ۱ .۹ .۱۵

ͬ شود؟ م ͷنزدی ۲ به سمت کدام از x یعنͬ limx→2− f(x) .۱

چپ آ)

راست ب)

بالا ج)

پایین د)

:۰ در چپ حد ،

{
1 x < 0

2 x ≥ 0
تابع در .۲

۰ آ)

۱ ب)

۲ ج)

ندارد وجود د)

:۰ در راست حد تابع، همان در .۳

۰ آ)

۱ ب)

۲ ج)

ندارد وجود د)

:۰ در حد تابع، همان در .۴

۰ آ)

۱ ب)

۱۸۷



۲ ج)

ندارد وجود د)

:limx→0−
|x|
x

.۵

−1 آ)

۰ ب)

۱ ج)

ندارد وجود د)

:limx→3−⌊x⌋ .۶

۲ آ)

۳ ب)

۴ ج)

ندارد وجود د)

:limx→3+⌈x⌉ .۷

۳ آ)

۴ ب)

۵ ج)

ندارد وجود د)

:x = 1 در f(x) =

{
x2 x < 1

2x− 1 x ≥ 1
تابع .۸

دارد ۱ حد آ)

دارد ۲ حد ب)

ندارد حد ج)

دارد ۰ حد د)

پرش: اندازه f(x) =

{
3 x < 2

5 x ≥ 2
تابع .۹

۱ آ)

۲ ب)

۳ ج)

۵ د)

:limx→0+ e1/x .۱۰

۱۸۸



۰ آ)

۱ ب)

+∞ ج)

−∞ د)

:k ،x = 1 در حد وجود برای ،f(x) =

{
kx+ 1 x < 1

x2 + 2 x ≥ 1
اگر .۱۱

۱ آ)

۲ ب)

۳ ج)

۴ د)

:x = 0 در sgn(x) تابع .۱۲

دارد ۱ حد آ)

دارد − حد ب)

دارد ۰ حد ج)

ندارد حد د)

:limx→5−⌊x/2⌋ .۱۳

۱ آ)

۲ ب)

۳ ج)

۴ د)

:x = 50 در f(x) =

{
0.1x x ≤ 50

5 + 0.2(x− 50) x > 50
تابع .۱۴

پیوسته آ)

۵ پرش ب)

۱۰ پرش ج)

۲۰ پرش د)

دارد؟ پرش صحیح اعداد در تابع کدام .۱۵

x2 آ)

⌊x⌋ ب)

sin x ج)

ex د)

۱۸۹



سوال) ۸) تشریحͬ ۲ .۹ .۱۵

.x = 2 در حد .f(x) =

{
x2 + 1 x < 2

3x− 1 x ≥ 2
.۱۶

.limx→0+
|2x|
x

و limx→0−
|2x|
x

.۱۷

بیاب. حد وجود برای را k .f(x) =

{
kx+ 2 x < 3

x2 − 1 x ≥ 3
.۱۸

.limx→4+⌈x⌉ و limx→4−⌊x⌋ .۱۹

.x = 100 در پرش و راست حد چپ، حد .C(x) =

{
200 x ≤ 100

250 + 5(x− 100) x > 100
تابع .۲۰

.x = 0 در حد .f(x) =

{
sin x x < 0

x2 + 1 x ≥ 0
.۲۱

.limx→0+ e2/x و limx→0− e2/x .۲۲

.x = 200 در پرش و راست حد چپ، حد .D(x) =

{
0 x < 200

0.1x x ≥ 200
تخفیف .۲۳

تشریحͬ پاسخنامه ۱۰ .۱۵
چپ. از الف) .۱

.۱ چپ حد ب) .۲
.۲ راست حد ج) .۳

.(۲ ̸= ۱) ندارد وجود حد د) .۴
.−1 الف) .۵

.⌊2.99⌋ = 2 الف) .۶
.⌈3.01⌉ = 4 ب) .۷

.۱ حد — 1 راست حد ،1 چپ حد الف) .۸
.|5− 3| = 2 ب) .۹

.+∞ ج) .۱۰
.k + 1 = 3 ⇒ k = 2 ب) .۱۱

.+1 راست حد ،−1 چپ حد د) .۱۲
.⌊4.99/2⌋ = ⌊2.495⌋ = 2 ب) .۱۳

پیوسته. — ۵ راست حد ،۵ چپ حد الف) .۱۴
.⌊x⌋ ب) .۱۵

.= 5 حد .6− 1 = 5 راست: حد .4 + 1 = 5 چپ: حد .۱۶
.2 راست حد ،−2 چپ حد .2 :x > 0 برای .−2x

x
= −2 ،|2x| = −2x :x < 0 برای .۱۷

.3k + 2 = 8 ⇒ k = 2 .9− 1 = 8 راست: حد .3k + 2 چپ: حد .۱۸
.⌈4.01⌉ = 5 راست: حد .⌊3.99⌋ = 3 چپ: حد .۱۹

.۵۰ پرش: .۲۵۰ راست: حد .۲۰۰ چپ: حد .۲۰
ندارد. وجود حد .0 + 1 = 1 راست: حد .sin 0 = 0 چپ: حد .۲۱

.e+∞ = +∞ راست: حد .e−∞ = 0 چپ: حد .۲۲
.۲۰ پرش: .0.1(200) = 20 راست: حد .۰ چپ: حد .۲۳

پیشنهادی منابع ۱۱ .۱۵

.۱۱ فصل مدیریت. برای پایه ریاضیات .(۱۳۹۸) م. پورکاظمͬ، ●

۱۹۰



.۱۱ فصل مدیریت. در آن کاربرد و ریاضیات .(۱۳۹۹) م. رنجبران، ●

.۱۱ فصل عمومͬ. ریاضیات .(۱۳۹۷) م. نیͺوکار، ●

Sⅽi− Soⅽiaⅼ anⅾ Ⅼife، Ⅿanageriaⅼ، the for Ⅿatheⅿatiⅽs Appⅼieⅾ .(۲۰۱۹) T. S. Tan، ●
.۱۰ Ⅽh. .enⅽes

.۹ Ⅽh. .Business for Ⅿatheⅿatiⅽs .(۲۰۱۷) A. S. Saⅼzⅿan، ●

.۹ Ⅽh. .Finanⅽe anⅾ Business Eⅽonoⅿiⅽs، forⅯatheⅿatiⅽs Basiⅽ .(۲۰۱۸) E. Uⅿⅿer، ●

بازرسͬ ایست

توسعەیافته نسخه – ۱۱ فصل پایان
منبع ۶ | سوال ۲۳ | حل شده مثال ۲۰ | A۴ صفحه ۲۴∼ آمار:

xⅽoⅼor enuⅿiteⅿ booktabs geoⅿetry aⅿsⅿath،aⅿssyⅿb،aⅿsthⅿ [۱۲pt،a۴paper]artiⅽⅼe
xepersian hyperref tⅽoⅼorbox

ⅿargin=۲.۵ ⅽⅿ
(۱) مدیریت در آن کاربرد و ریاضیات

۱۴۰۵ مهر ۱۳ آموزشͬ معمار نفره ۵ تیم توسعەیافته) (نسخه پیوستگͬ :۱۲ فصل

مطالب فهرست

۱۹۱



دوبرابر) حجم – توسعەیافته (نسخه پیوستگͬ :۱۲ فصل ۱۶

چͺیده ۱ .۱۶
ͬ توانͬ م است: پرش و چاله بدون جادەای مثل پیوسته، تابع ͷی است. تابع ͷی بودن» پرش «بدون مفهوم پیوستگͬ،
تابع پیش بینͬ». قابل و تدریجͬ «تغییرات یعنͬ پیوستگͬ مدیریت، در بروی. دیͽر نقطه به نقطه هر از توقف، بدون
ناپیوسته ͬ توانند م پلەای تخفیف های و پلەای مالیات تعرفەای، توابع اما پیوستەاند. معمولا˟ تقاضا و سود درآمد، هزینه،
چپ پیوستگͬ پیوستگͬ، دقیق تعریف فصل، این در است. مدیریتͬ مهم تصمیم های منشأ ناپیوستگͬ، همین و باشند
و اکسترمم، مقدار قضیه میانͬ، مقدار قضیه پیوستگͬ، قضایای بازه، روی پیوستگͬ ناپیوستگͬ، انواع راست، و
ͬ های ناپیوستگ و کنͬ بررسͬ را تابعͬ هر پیوستگͬ بتوانͬ نهایی: هدف ͬ آموزی. م را مدیریتͬ گسترده کاربردهای

کنͬ. تحلیل را مدیریتͬ

یادگیری اهداف ۲ .۱۶
ناپیوستگͬ بازه، روی پیوستگͬ راست، پیوستگͬ چپ، پیوستگͬ نقطه، ͷی در پیوستگͬ کند: تعریف ●

نوسانͬ. نامتناهͬ، پرشͬ، حذف شدنͬ،

دارد؟ ناپیوستگͬ نوع چه است؟ پیوسته نقطه ͷی در تابع ͷی آیا دهد: تشخیص ●

قطعەای. توابع پیوستگͬ برای پارامترها مقادیر کند: محاسبه ●

پلەای. لͽاریتمͬ، نمایی، مثلثاتͬ، رادیͺالͬ، گویا، چندجملەای، توابع پیوستگͬ کند: تحلیل ●

ریشه. وجود اثبات برای میانͬ مقدار قضیه برد: بەکار ●

ناپیوستگͬ. نقاط و پلەای تخفیف پلەای، مالیات تعرفەای، توابع کند: مدل سازی ●

طنز مقدمه ۳ .۱۶
اگر ͬ کند؟» م تغییر چقدر هزینه برسانم، واحد ۱۰۱ به ۹۹ از را تولید «اگر بداند ͬ خواهد م مدیر ͷی کن تصور
در مثلا́ — باشد ناپیوسته هزینه تابع اگر اما است. پیش بینͬ قابل و تدریجͬ هزینه تغییر باشد، پیوسته هزینه تابع
ͬ کند. م جهش یͷ باره هزینه آنگاه — شود فعال جدید) انبار اجاره (مثل اضافͬ ثابت هزینه ͷی واحد، ۱۰۰ تولید

ͬ دهد. م نشان را هزینەای» «غافلͽیری و آسان» «پیش بینͬ بین تفاوت پیوستگͬ، مفهوم که اینجاست
ناپیوستگͬ اگر ͬ روی. م پیش ثابت سرعت با باشد، پیوسته جاده اگر است. دست انداز» بدون «جاده مثل پیوستگͬ
پلەای) تخفیف (مثل باشند فرصت ͬ توانند م ͬ ها ناپیوستگ مدیریت، در بشͺند. ماشین چرخ است ممͺن باشد، داشته

بͽیرد. را تصمیم بهترین تا دارد وجود ناپیوستگͬ کجا بداند باید مدیر پلەای). جریمه (مثل تهدید یا
ساده، جای گذاری با و پیوستەاند» مدیریتͬ توابع «همه ͬ کنند م فکر افراد از بسیاری اینجاست: ماجرا طنزآمیز نکته
ͬ های ناپیوستگ پلەای، پاداش های و پلەای مالیات های پلەای، تعرفەهای واقعͬ، دنیای در اما ͬ کنند. م حل را چیز همه
ضرر به را سود یͷ باره که بͽیرد تصمیمͬ است ممͺن نداند، را ͬ ها ناپیوستگ این مدیر اگر ͬ کنند. م ایجاد مهمͬ

ͬ برد. م ͬ شناس» ناپیوستگ «تفکر به پیوسته» و خطͬ «تفکر از را تو فصل، این کند. تبدیل

اصلͬ مفاهیم ۴ .۱۶

نقطه ͷی در پیوستگͬ :۱ مفهوم ۱ .۴ .۱۶

باشند: برقرار زیر شرط سه اگر تنها و اگر است پیوسته x = a نقطه در f تابع تعریف:

باشد. شده تعریف f(a) .۱

۱۹۲



باشد. داشته وجود limx→a f(x) .۲

.limx→a f(x) = f(a) .۳

فرمول:
lim
x→a

f(x) = f(a)

حرکت نمودار روی مداد با اگر است. جهش» بدون پرش، بدون سوراخ، «بدون نقطه، ͷی در پیوسته تابع شهود:
برداری. را مداد نیستͬ مجبور نقطه آن در کنͬ،

.x = 2 در f(x) = x2 ساده: مثال

f(2) = 4 (۱۳۳)
lim
x→2

x2 = 4 (۱۳۴)

lim
x→2

f(x) = f(2) (۱۳۵)

است. پیوسته پس
چون: است، پیوسته q = 10 در C(q) = 5q + 100 هزینه تابع مدیریتͬ: مثال

lim
q→10

C(q) = 150 = C(10)

راست و چپ پیوستگͬ :۲ مفهوم ۲ .۴ .۱۶

راست: پیوستگͬ تعریف
lim
x→a+

f(x) = f(a)

چپ: پیوستگͬ تعریف
lim
x→a−

f(x) = f(a)

چپ. پیوسته هم و باشد راست پیوسته a در هم اگر تنها و اگر است پیوسته a در f تابع قضیه:
:x = 0 در f(x) =

√
x تابع ساده: مثال

lim
x→0+

√
x = 0 = f(0)

ندارد. معنͬ چپ پیوستگͬ ندارد، چپ از دامنه چون اما است. راست پیوسته x = 0 در پس
پلەای: حقوق تابع مدیریتͬ: مثال

S(x) =

{
5 0 ≤ x < 100

5 + 0.02(x− 100) x ≥ 100

:x = 100 در

lim
x→100−

S(x) = 5 (۱۳۶)

lim
x→100+

S(x) = 5 + 0 = 5 (۱۳۷)

است. پیوسته تابع برابرند، حد دو چون

۱۹۳



مثال تعریف ناپیوستگͬ نوع

x = 1 در x2−1
x−1

تعریف f(a) اما دارد، وجود حد
حد ̸= یا نشده

حذف شدنͬ
(رفع شدنͬ)

x = 0 در |x|
x

اما دارند، وجود راست و چپ حد
نیستند برابر

(جهشͬ) پرشͬ

x = 0 در 1
x

است ±∞ حد نامتناهͬ
x = 0 در sin(1/x) بی پایان) (نوسان ندارد وجود حد نوسانͬ

ناپیوستگͬ انواع :۳ مفهوم ۳ .۴ .۱۶

اما: نشده، تعریف f(1) .x = 1 در f(x) = x2−1
x−1

حذف شدنͬ: مثال

lim
x→1

(x− 1)(x+ 1)

x− 1
= 2

کرد. رفع را ناپیوستگͬ ،f(1) = 2 تعریف با ͬ توان م
.x = 0 در f(x) = |x|

x
پرشͬ: مثال

lim
x→0−

f(x) = −1 (۱۳۸)

lim
x→0+

f(x) = 1 (۱۳۹)

است. پرشͬ ناپیوستگͬ پس ندارد، وجود حد
:x = 3 در f(x) = 1

x−3
نامتناهͬ: مثال

lim
x→3+

= +∞, lim
x→3−

= −∞

ندارد. وجود حد و دارد بی پایان نوسان x = 0 در f(x) = sin(1/x) نوسانͬ: مثال

بازه روی پیوستگͬ :۴ مفهوم ۴ .۴ .۱۶

باشد. پیوسته بازه این نقطه هر در اگر است پیوسته (a, b) باز بازه روی f تابع تعریف:
اگر: است پیوسته [a, b] بسته بازه روی f تابع تعریف:

باشد. پیوسته (a, b) در .۱

.limx→a+ f(x) = f(a) باشد: راست پیوسته a در .۲

.limx→b− f(x) = f(b) باشد: چپ پیوسته b در .۳

است. پیوسته [−2, 2] روی f(x) =
√
4− x2 ساده: مثال

است. پیوسته [0, 50] روی Q(P ) = 1000− 20P تقاضا تابع مدیریتͬ: مثال

۱۹۴



پیوستگͬ قضایای :۵ مفهوم ۵ .۴ .۱۶

قضیه

پیوستەاند: a در نیز زیر توابع آنگاه باشند، پیوسته a در g و f اگر

f + g, f − g, f · g, f

g
(g(a) ̸= 0), fn, n

√
f (f(a) ≥ 0) (۱۴۰)

است. پیوسته a در f ◦ g ترکیب همچنین و

معروف: پیوسته توابع

پیوسته. جا همه در چندجملەای ها: ●

مخرج. ریشەهای جز به جا همه در گویا: توابع ●

دامنه. در رادیͺالͬ: ●

.x = π/2 + kπ جز به tan x جا؛ همه در cos x ،sin x مثلثاتͬ: ●

جا. همه در ax و ex نمایی: ●

.x > 0 برای loga x و ln x لͽاریتمͬ: ●

جا. همه در |x| مطلق: قدر ●

ناپیوسته. صحیح اعداد در ⌊x⌋ صحیح: جزء ●

قطعەای توابع پیوستگͬ :۶ مفهوم ۶ .۴ .۱۶

کن. مقایسه تابع مقدار با و کن حساب را راست و چپ حد مرزی، نقاط در بررسͬ: روش

f(x) =

{
x2 x < 2

3x− 2 x ≥ 2
مثال:

lim
x→2−

x2 = 4 (۱۴۱)

lim
x→2+

(3x− 2) = 4 (۱۴۲)

f(2) = 4 (۱۴۳)

است. پیوسته پس

(IVT) میانͬ مقدار قضیه :۷ مفهوم ۷ .۴ .۱۶

قضیه

در c عدد ͷی حداقل آنگاه باشد، f(b) و f(a) بین عددی N و باشد پیوسته [a, b] بسته بازه روی f اگر
که: دارد وجود (a, b)

f(c) = N

ͬ کند. م عبور میانͬ مقادیر همه از حتماً برود، دیͽر مقدار به مقدار ͷی از پیوسته تابعͬ اگر شهود:

۱۹۵



معادلات. برای ریشه وجود اثبات اصلͬ: کاربرد
.[0, 1] روی f(x) = x3 + x− 1 مثال:

f(0) = −1 < 0 (۱۴۴)
f(1) = 1 > 0 (۱۴۵)

دارد. وجود (0, 1) در ریشه ͷی حداقل پس

(EVT) اکسترمم مقدار قضیه :۸ مفهوم ۸ .۴ .۱۶

قضیه

ͬ رسد. م مطلق مینیمم و ماکسیمم به بازه این در f آنگاه باشد، پیوسته [a, b] بسته بازه روی f اگر

بهینه. جواب وجود تضمین بهینەسازی، در کاربرد:

معادلات حل و پیوستگͬ :۹ مفهوم ۹ .۴ .۱۶

نصف را بازه سپس دارد. وجود (a, b) در ریشه باشند، داشته مختلف علامت f(b) و f(a) اگر دوبخشͬ: روش
ͬ دهیم. م ادامه و ͬ کنیم م

.[1, 2] روی f(x) = x3 − x− 2 مثال:

f(1) = −2 < 0 (۱۴۶)
f(2) = 4 > 0 (۱۴۷)

.(1, 2) در ریشه

تعرفەای توابع پیوستگͬ :۱۰ مفهوم ۱۰ .۴ .۱۶

برق: تعرفه مثال:

C(x) =

{
100 0 ≤ x ≤ 50

100 + 3(x− 50) x > 50

:x = 50 در
lim

x→50−
C(x) = 100, lim

x→50+
C(x) = 100

است. پیوسته
ناپیوسته: مثال

C(x) =

{
100 0 ≤ x ≤ 50

120 + 3(x− 50) x > 50

پرشͬ. ناپیوستگͬ — است ۱۲۰ راست حد و ۱۰۰ چپ حد ،x = 50 در

۱۹۶



مدیریت در کاربرد :۱۱ مفهوم ۱۱ .۴ .۱۶

مدیریتͬ کاربرد

درآمد و هزینه توابع :۱ کاربرد
ͬ شوند. م استفاده سربەسر نقطه تحلیل برای و پیوستەاند معمولا˟ توابع این

پلەای تعرفەهای :۲ کاربرد
باشند. ناپیوسته یا پیوسته ͬ توانند م اینترنت و گاز آب، برق، تعرفه

پلەای مالیات :۳ کاربرد
دارد. جهش مرزی نقاط در و است ناپیوسته معمولا˟ درآمد بر مالیات

پلەای تخفیف های :۴ کاربرد
کند. ایجاد ناپیوستگͬ ͬ تواند م خرید حجم اساس بر تخفیف

فروش پاداش :۵ کاربرد
باشد. ناپیوسته مرزی نقاط در ͬ تواند م پلەای پاداش

کیفیت کنترل :۶ کاربرد
.ͷریس تحلیل برای نقص احتمال تابع پیوستگͬ

بهینەسازی :۷ کاربرد
دارد. وجود مطلق بهینه که ͬ کند م تضمین اکسترمم مقدار قضیه

ریشه تحلیل :۸ کاربرد
سربەسر. نقطه یافتن برای میانͬ مقدار قضیه

حل شده مثال های ۵ .۱۶

حل شده مثال

چندجملەای پیوستگͬ بررسͬ :۱ مثال
.x = 2 در f(x) = x2 + 3x− 1 مسئله: صورت

.f(2) = 4 + 6− 1 = 9 :۱ مرحله
.limx→2 f(x) = 9 :۲ مرحله

است. پیوسته نتیجه:

حل شده مثال

حذف شدنͬ ناپیوستگͬ :۲ مثال
.x = 2 در f(x) = x2−4

x−2
مسئله: صورت

نشده. تعریف f(2) :۱ مرحله
.limx→2

(x−2)(x+2)
x−2

= 4 :۲ مرحله
ͬ شود. م رفع f(2) = 4 تعریف با حذف شدنͬ. ناپیوستگͬ نتیجه:

۱۹۷



حل شده مثال

پرشͬ ناپیوستگͬ :۳ مثال
.x = 0 در f(x) = |x|

x
مسئله: صورت

.−1 چپ: حد :۱ مرحله
.+1 راست: حد :۲ مرحله

پرشͬ. ناپیوستگͬ نتیجه:

حل شده مثال

نامتناهͬ ناپیوستگͬ :۴ مثال
.x = 3 در f(x) = 1

x−3
مسئله: صورت

.−∞ چپ: حد :۱ مرحله
.+∞ راست: حد :۲ مرحله
نامتناهͬ. ناپیوستگͬ نتیجه:

حل شده مثال

پلەای تابع پیوستگͬ :۵ مثال

.x = 1 در f(x) =


2 x < 1

3 x = 1

4 x > 1

مسئله: صورت

.۴ راست حد ،۲ چپ حد :۱ مرحله
نیستند. برابر حد دو :۲ مرحله

پرشͬ. ناپیوستگͬ نتیجه:

حل شده مثال

پیوستگͬ برای k تعیین :۶ مثال

باشد. پیوسته x = 2 در تا بیاب را k .f(x) =

{
kx+ 1 x < 2

x2 x ≥ 2
مسئله: صورت

.2k + 1 چپ: حد :۱ مرحله
.f(2) = 4 راست: مقدار :۲ مرحله
.2k + 1 = 4 ⇒ k = 3

2
:۳ مرحله

.k = 1.5 نتیجه:

حل شده مثال

a, b تعیین :۷ مثال

.x = 1 در پیوستگͬ .f(x) =

{
ax+ b x < 1

x2 + 1 x ≥ 1
مسئله: صورت

.a+ b چپ: حد :۱ مرحله
.f(1) = 2 :۲ مرحله

.a = 1, b = 1 مثلا́ جواب. بی شمار .a+ b = 2 :۳ مرحله
.a+ b = 2 رابطه نتیجه:
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حل شده مثال

رادیͺالͬ پیوستگͬ :۸ مثال
.x = 5 و x = 1 در f(x) =

√
x− 1 مسئله: صورت

راست. پیوسته — f(1) = 0 ،۰ راست حد :x = 1 در :۱ مرحله
پیوسته. — f(5) = 2 ،۲ حد :x = 5 در :۲ مرحله

پیوسته. دامنه در نتیجه:

حل شده مثال

لͽاریتمͬ پیوستگͬ :۹ مثال
.x = 1 در f(x) = ln x مسئله: صورت

.f(1) = 0 :۱ مرحله
.limx→1 ln x = 0 :۲ مرحله

پیوسته. نتیجه:

حل شده مثال

نمایی پیوستگͬ :۱۰ مثال
.x = 0 در f(x) = ex مسئله: صورت

.f(0) = 1 :۱ مرحله
.limx→0 e

x = 1 :۲ مرحله
پیوسته. نتیجه:

حل شده مثال

ریشه وجود برای IVT :۱۱ مثال
دارد. ریشه x3 + x− 1 = 0 بده نشان مسئله: صورت

.f(1) = 1 ،f(0) = −1 :۱ مرحله
ͬ کند. م تغییر علامت :۲ مرحله

دارد. وجود (0, 1) در ریشه نتیجه:

حل شده مثال

cos x = x برای IVT :۱۲ مثال
دارد. جواب cos x = x بده نشان مسئله: صورت

.f(x) = cos x− x :۱ مرحله
.f(1) = cos 1− 1 ≈ −0.46 ،f(0) = 1 :۲ مرحله

.(0, 1) در ریشه نتیجه:

حل شده مثال

سود تابع پیوستگͬ :۱۳ مثال
.q = 10 در P (q) = −2q2 + 40q − 100 مسئله: صورت

.P (10) = 100 :۱ مرحله
.۱۰۰ برابر ۱۰ در حد :۲ مرحله

پیوسته. نتیجه:
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حل شده مثال

حقوق تابع ناپیوستگͬ :۱۴ مثال

.x = 100 در S(x) =

{
5 x < 100

7 x ≥ 100
مسئله: صورت

.۷ راست حد ،۵ چپ حد :۱ مرحله
پرشͬ. ناپیوستگͬ نتیجه:

حل شده مثال

متوسط هزینه پیوستگͬ :۱۵ مثال
.q = 10 در AC(q) = 1000

q
+ 5 مسئله: صورت

.AC(10) = 105 :۱ مرحله
.۱۰۵ برابر ۱۰ در حد :۲ مرحله
پیوسته. q > 0 دامنه در نتیجه:

حل شده مثال

حذف شدنͬ ناپیوستگͬ :۱۶ مثال
.x = 3 در f(x) = x2−9

x−3
مسئله: صورت

نشده. تعریف f(3) :۱ مرحله
.= 6 حد :۲ مرحله
حذف شدنͬ. نتیجه:

حل شده مثال

قطعەای پیوستگͬ :۱۷ مثال

.x = 1 در f(x) =

{
x2 x < 1

2x− 1 x ≥ 1
مسئله: صورت

.۱ چپ حد :۱ مرحله
.f(1) = 1 ،۱ راست حد :۲ مرحله

پیوسته. نتیجه:

حل شده مثال

sin x/x پیوستگͬ :۱۸ مثال

.x = 0 در f(x) =

{
sinx
x

x ̸= 0

1 x = 0
مسئله: صورت

.limx→0
sinx
x

= 1 :۱ مرحله
.f(0) = 1 :۲ مرحله

پیوسته. نتیجه:

۲۰۰



حل شده مثال

(1− cos x)/x2 پیوستگͬ :۱۹ مثال

.f(x) =

{
1−cosx

x2 x ̸= 0
1
2

x = 0
مسئله: صورت

.= 1
2

حد :۱ مرحله
.f(0) = 1

2
:۲ مرحله

پیوسته. نتیجه:

حل شده مثال

پلەای تعرفه ناپیوستگͬ :۲۰ مثال

.x = 50 در C(x) =

{
100 0 ≤ x ≤ 50

120 + 3(x− 50) x > 50
مسئله: صورت

.۱۰۰ چپ حد :۱ مرحله
.۱۲۰ راست حد :۲ مرحله

پرشͬ. ناپیوستگͬ نتیجه:

رایج اشتباهات ۶ .۱۶

رایج اشتباه

ظاهری. فرمول روی از پیوستگͬ فرض :۱ اشتباه
کن. بررسͬ را پیوستگͬ شرط سه همیشه پیشͽیری: راه

راست. و چپ پیوستگͬ بین اشتباه :۲ اشتباه
کن. حساب جدا را حد دو هر مرزی، نقاط در پیشͽیری: راه

تقسیم. در g(a) ̸= 0 شرط کردن فراموش :۳ اشتباه
کن. پیدا را مخرج ریشەهای پیشͽیری: راه

ناپیوستگͬ. نوع تشخیص در اشتباه :۴ اشتباه
کن. حفظ را ناپیوستگͬ انواع جدول پیشͽیری: راه

جدید. مقدار تعریف بدون است رفع قابل حذف شدنͬ ناپیوستگͬ اینکه فرض :۵ اشتباه
بده. قرار حد برابر را تابع مقدار پیشͽیری: راه

لͽاریتم. و رادیͺال پیوستگͬ در دامنه کردن فراموش :۶ اشتباه
کن. تعیین را دامنه ابتدا پیشͽیری: راه

علامت. بررسͬ بدون ریشه وجود فرض IVT: در اشتباه :۷ اشتباه
کن. حساب را f(b) و f(a) ابتدا پیشͽیری: راه

۲۰۱



مدیریت در کاربرد ۷ .۱۶

مدیریتͬ کاربرد

سربەسر نقطه تحلیل :۱ کاربرد
کرد. اثبات را سربەسر نقطه وجود ͬ توان م IVT با

پلەای تعرفەهای :۲ کاربرد
باشند. ناپیوسته یا پیوسته ͬ توانند م اینترنت و گاز آب، برق، تعرفه

پلەای مالیات :۳ کاربرد
دارد. جهش مرزی نقاط در و است ناپیوسته معمولا˟ درآمد بر مالیات

پلەای تخفیف های :۴ کاربرد
کند. ایجاد ناپیوستگͬ ͬ تواند م خرید حجم اساس بر تخفیف

فروش پاداش :۵ کاربرد
باشد. ناپیوسته مرزی نقاط در ͬ تواند م پلەای پاداش

کیفیت کنترل :۶ کاربرد
.ͷریس تحلیل برای نقص احتمال تابع پیوستگͬ

بهینەسازی :۷ کاربرد
دارد. وجود مطلق بهینه که ͬ کند م تضمین اکسترمم مقدار قضیه

ریشه تحلیل :۸ کاربرد
سربەسر. نقطه یافتن برای میانͬ مقدار قضیه

فصل خلاصه ۸ .۱۶

کاربرد شرط ̸ فرمول مفهوم

پرش بدون limx→a f(x) = f(a) نقطه در پیوستگͬ
مرزی نقاط limx→a+ f(x) = f(a) راست پیوستگͬ
مرزی نقاط limx→a− f(x) = f(a) چپ پیوستگͬ
تعریف با رفع نه f(a) دارد، وجود حد حذف شدنͬ
پلەای تعرفه راست حد ̸= چپ حد پرشͬ
مجانب ±∞ حد نامتناهͬ
sin(1/x) ندارد وجود حد نوسانͬ
ریشه وجود f(a), f(b) بین N پیوسته، f IVT
بهینه وجود [a, b] روی پیوسته f EVT

خودآزمایی ۹ .۱۶
سوال) ۱۵) چهارگزینەای ۱ .۹ .۱۶

اگر: است پیوسته a در f تابع .۱

باشد شده تعریف f(a) آ)

باشد داشته وجود limx→a f(x) ب)

limx→a f(x) = f(a) ج)

موارد همه د)

۲۰۲



دارد؟ ناپیوستگͬ نوع چه x = 0 در f(x) = 1
x

.۲

حذف شدنͬ آ)

پرشͬ ب)

نامتناهͬ ج)

نوسانͬ د)

:x = 0 در f(x) = |x|
x

.۳

حذف شدنͬ آ)

پرشͬ ب)

نامتناهͬ ج)

پیوسته د)

:x = 1 در f(x) = x2−1
x−1

.۴

حذف شدنͬ آ)

پرشͬ ب)

نامتناهͬ ج)

پیوسته د)

:x = 0 در f(x) =
√
x .۵

راست پیوسته آ)

چپ پیوسته ب)

ناپیوسته ج)

نشده تعریف د)

دارد؟ شرط کدام به نیاز IVT .۶

[a, b] روی پیوستگͬ آ)

مشتق پذیری ب)

یͺنوایی ج)

بودن محدب د)

:x = 0 در f(x) = ln x .۷

پیوسته آ)

نامتناهͬ ناپیوستگͬ ب)

پرشͬ ناپیوستگͬ ج)

۲۰۳



نشده تعریف د)

:x = 1 در f(x) =

{
x2 x < 1

2x− 1 x ≥ 1
.۸

پیوسته آ)

پرشͬ ناپیوستگͬ ب)

حذف شدنͬ ناپیوستگͬ ج)

نامتناهͬ ناپیوستگͬ د)

:k ،x = 2 در پیوستگͬ برای f(x) =

{
kx+ 1 x < 2

x2 x ≥ 2
.۹

۱ آ)

3/2 ب)

۲ ج)

5/2 د)

دارد؟ شرط کدام به نیاز EVT .۱۰

[a, b] روی پیوستگͬ آ)

مشتق پذیری ب)

یͺنوایی ج)

بودن محدب د)

است؟ پیوسته جا همه در تابع کدام .۱۱

1
x

آ)

ln x ب)

x2 + 3x ج)

⌊x⌋ د)

:x = 2 در f(x) = ⌊x⌋ .۱۲

پیوسته آ)

پرشͬ ناپیوستگͬ ب)

حذف شدنͬ ناپیوستگͬ ج)

نامتناهͬ ناپیوستگͬ د)

:x = 0 در f(x) =

{
sinx
x

x ̸= 0

1 x = 0
.۱۳

۲۰۴



پیوسته آ)

پرشͬ ناپیوستگͬ ب)

حذف شدنͬ ناپیوستگͬ ج)

نامتناهͬ ناپیوستگͬ د)

:x = 0 در f(x) =


1 x < 0

0 x = 0

1 x > 0

.۱۴

پیوسته آ)

پرشͬ ناپیوستگͬ ب)

حذف شدنͬ ناپیوستگͬ ج)

نامتناهͬ ناپیوستگͬ د)

است؟ بازه کدام در ریشه ،f(x) = x3 + x− 1 برای .۱۵

(−1, 0) آ)

(0, 1) ب)

(1, 2) ج)

(2, 3) د)

سوال) ۸) تشریحͬ ۲ .۹ .۱۶

.x = 2 در f(x) = x2−4
x−2

پیوستگͬ بررسͬ .۱۶

بیاب. را k .f(x) =

{
kx+ 1 x < 2

x2 x ≥ 2
.۱۷

دارد. (1, 2) در ریشه x3 − x− 2 = 0 بده نشان .۱۸

.x = 1 در f(x) =


x+ 1 x < 1

3 x = 1

x2 + 2 x > 1

پیوستگͬ بررسͬ .۱۹

.x = 50 در C(x) =

{
100 0 ≤ x ≤ 50

120 + 3(x− 50) x > 50
پلەای تعرفه .۲۰

پیوستگͬ. برای a, b رابطه .f(x) =

{
ax+ b x < 1

x2 + 1 x ≥ 1
.۲۱

است. پیوسته جا همه f(x) = |x| بده نشان .۲۲
کن. مشخص را آن نوع و بیاب را f(x) = 1

x2−4
ناپیوستگͬ نقاط .۲۳

۲۰۵



تشریحͬ پاسخنامه ۱۰ .۱۶
است. لازم شرط سه هر د) .۱

نامتناهͬ. — ±∞ حد ج) .۲
پرشͬ. — +1 راست حد ،−1 چپ حد ب) .۳

حذف شدنͬ. — نشده تعریف f(1) ،= 2 حد الف) .۴
راست. پیوسته x = 0 در الف) .۵

.[a, b] روی پیوستگͬ الف) .۶
نامتناهͬ. — limx→0+ ln x = −∞ ب) .۷

پیوسته. — f(1) = 1 ،۱ راست حد ،۱ چپ حد الف) .۸
.2k + 1 = 4 ⇒ k = 1.5 ب) .۹

.[a, b] روی پیوستگͬ الف) .۱۰
پیوسته. جا همه چندجملەای ج) .۱۱

پرشͬ. صحیح اعداد در ب) .۱۲
پیوسته. — f(0) = 1 ،= 1 حد الف) .۱۳

.( ̸= f(0) حد (چون پرشͬ — f(0) = 0 ،۱ راست حد ،۱ چپ حد ب) .۱۴
.(0, 1) در ریشه — f(1) = 1 ،f(0) = −1 ب) .۱۵

ͬ شود. م رفع f(2) = 4 با حذف شدنͬ. ناپیوستگͬ .limx→2 = 4 نشده. تعریف f(2) .۱۶
.2k + 1 = 4 ⇒ k = 3/2 .۴ راست مقدار ،2k + 1 چپ حد .۱۷

دارد. وجود (1, 2) در ریشه IVT طبق ͬ کند. م تغییر علامت .f(2) = 4 ،f(1) = −2 .۱۸
پرشͬ. ناپیوستگͬ — راست حد ̸= چپ حد .f(1) = 3 ،۳ راست حد ،۲ چپ حد .۱۹

پرشͬ. ناپیوستگͬ — ۱۲۰ راست حد ،۱۰۰ چپ حد .۲۰
جواب. بی شمار .a+ b = 2 .۲۱

است. پیوسته نقطه هر در .۰ برابر x = 0 در ،−x برابر x < 0 در ،x برابر x > 0 در |x| .۲۲
نامتناهͬ. ناپیوستگͬ نقطه، دو هر در .x2 − 4 = 0 ⇒ x = ±2 .۲۳

پیشنهادی منابع ۱۱ .۱۶

.۱۲ فصل مدیریت. برای پایه ریاضیات .(۱۳۹۸) م. پورکاظمͬ، ●

.۱۲ فصل مدیریت. در آن کاربرد و ریاضیات .(۱۳۹۹) م. رنجبران، ●

.۱۲ فصل عمومͬ. ریاضیات .(۱۳۹۷) م. نیͺوکار، ●

Sⅽi− Soⅽiaⅼ anⅾ Ⅼife، Ⅿanageriaⅼ، the for Ⅿatheⅿatiⅽs Appⅼieⅾ .(۲۰۱۹) T. S. Tan، ●
.۱۱ Ⅽh. .enⅽes

.۱۰ Ⅽh. .Business for Ⅿatheⅿatiⅽs .(۲۰۱۷) A. S. Saⅼzⅿan، ●

Ⅽh. .Finanⅽe anⅾ Business Eⅽonoⅿiⅽs، for Ⅿatheⅿatiⅽs Basiⅽ .(۲۰۱۸) E. Uⅿⅿer، ●
.۱۰

بازرسͬ ایست

توسعەیافته نسخه – ۱۲ فصل پایان
منبع ۶ | سوال ۲۳ | حل شده مثال ۲۰ | A۴ صفحه ۲۴∼ آمار:

xⅽoⅼor enuⅿiteⅿ booktabs geoⅿetry aⅿsⅿath،aⅿssyⅿb،aⅿsthⅿ [۱۲pt،a۴paper]artiⅽⅼe
xepersian hyperref tⅽoⅼorbox

ⅿargin=۲.۵ ⅽⅿ

۲۰۶



(۱) مدیریت در آن کاربرد و ریاضیات
۱۴۰۵ مهر ۱۳ آموزشͬ معمار نفره ۵ تیم توسعەیافته) (نسخه دنبالەها :۱۳ فصل

مطالب فهرست

۲۰۷



دوبرابر) حجم – توسعەیافته (نسخه دنبالەها :۱۳ فصل ۱۷

چͺیده ۱ .۱۷
مدل سازی اصلͬ ابزار دنبالەها مدیریت، در ͬ آیند. م پشت سرهم خاص نظم ͷی با که است اعداد از فهرستͬ دنباله،
فصلͬ، فروش رشد سالانه، استهلاک پلەای، افزایش با سالانه حقوق ماهانه، اقساط هستند: زمان گسسته پدیدەهای
همͽرایی فیبوناچͬ، دنباله هندسͬ، دنباله حسابی، دنباله دنباله، تعریف فصل، این در ماه. هر پایان در انبار موجودی
ͬ آموزی. م را مدیریتͬ گسترده کاربردهای و دنباله، جملات جمع بازگشتͬ، دنبالەهای دنباله، حد دنبالەها، واگرایی و
کنͬ. پیش بینͬ را آن بلندمدت رفتار و کنͬ مدل دنباله با را زمان گسسته مالͬ⁃مدیریتͬ پدیده هر بتوانͬ نهایی: هدف

یادگیری اهداف ۲ .۱۷
واگرایی، همͽرایی، فیبوناچͬ، دنباله هندسͬ، دنباله حسابی، دنباله عمومͬ، جمله دنباله، کند: تعریف ●

بازگشتͬ. دنباله دنباله، حد

نسبت. قدر مشترک، نسبت اول، جمله n جمع n⁃ام، جمله کند: محاسبه ●

دنباله. حد بلندمدت، رفتار دنبالەها، واگرایی و همͽرایی کند: تحلیل ●

مالͬ. مسائل برای هندسͬ و حسابی جمع فرمول برد: بەکار ●

انبار. موجودی سرمایه، رشد استهلاک، پلەای، حقوق اقساط، کند: مدل سازی ●

است. مناسب تر مدیریتͬ پدیده کدام برای دنباله نوع کدام کند: ارزیابی ●

طنز مقدمه ۳ .۱۷
حقوق سال ۲۰ از بعد کنم، اضافه کارمندان حقوق به ۱۰٪ سال هر «اگر بداند ͬ خواهد م مالͬ مدیر ͷی کن تصور
۲۰۰٪ = ۱۰٪ × ۲۰» بͽوید سادەلوحانه است ممͺن کند، استفاده هندسͬ دنباله از نباشد بلد اگر ͬ شود؟» م چقدر
به را حقوق سال ۲۰ از بعد سالانه، ۱۰٪ رشد که است این واقعیت اما ͬ شود. م برابر سه حقوق یعنͬ — افزایش»

است. هندسͬ» دنباله انفجاری «قدرت همان تفاوت، این ͬ رساند! م برابر 1.120 ≈ 6.73
شوند اضافه ثابت فاصله با واگن ها اگر است. دنباله از جمله ͷی واگن، هر هستند: اعداد» «قطار مثل دنبالەها
هندسͬ دنباله ،(۸ ،۴ ،۲ ،۱ (مثل باشد قبلͬ واگن برابر دو واگن هر اگر داریم. حسابی دنباله ،(۸ ،۶ ،۴ ،۲ (مثل
تفاوت این مدیریت، دنیای در و — است نمایی» «رشد و خطͬ» «رشد بین تفاوت دو، این بین تفاوت داریم.

باشد. تومان میلیاردها ͬ تواند م
اضافه» واحد ۱۰ سال هر یعنͬ سالانه ۱۰٪ «رشد ͬ کنند م فکر مدیران از بسیاری اینجاست: ماجرا طنزآمیز نکته
با مالͬ، پدیدەهای همه تقریباً و سرمایه فروش، حقوق، واقعͬ، دنیای در اما ͬ کنند. م استفاده حسابی دنباله از و
اشتباه فاجعەبار ͬ هایش پیش بین نداند، را این مدیر اگر ͬ نشیند. م سود روی سود یعنͬ — ͬ کنند م رشد هندسͬ دنباله

ͬ برد. م نمایی» و هندسͬ «تفکر به خطͬ» «تفکر از را تو فصل، این ͬ شود. م

اصلͬ مفاهیم ۴ .۱۷

دنباله تعریف :۱ مفهوم ۱ .۴ .۱۷

حقیقͬ: اعداد به طبیعͬ اعداد از است تابعͬ دنباله، تعریف:

a : N → R, a(n) = an

ͬ نامیم. م عمومͬ» «جمله یا n⁃ام» «جمله را an که
.{an}∞n=1 یا a1, a2, a3, . . . , an, . . . نمایش:

۲۰۸



شدەاند. مرتب خاص نظم ͷی با که است اعداد از بی پایان لیست ͷی مثل دنباله شهود:
دنباله: انواع

است. محدود جملات تعداد متناهͬ: ●

است. بی نهایت جملات تعداد نامتناهͬ: ●

.n همه برای an+1 > an صعودی: ●

.n همه برای an+1 < an نزولͬ: ●

.n همه برای an+1 = an ثابت: ●

ͬ کنند. م تغییر ͬ درمیان ͺی علامت ها متناوب: ●

(صعودی). 2, 4, 6, 8, . . . :an = 2n ساده: مثال
(نزولͬ). 1, 1/2, 1/3, 1/4, . . . :an = 1/n ساده: مثال

.(۲۰ اختلاف با حسابی (دنباله میلیون ۱۶۰ ،۱۴۰ ،۱۲۰ ،۱۰۰ شرکت: ͷی ماهانه فروش مدیریتͬ: مثال

حسابی دنباله :۲ مفهوم ۲ .۴ .۱۷

است: ثابت قبلͬ جمله با جمله هر اختلاف که دنبالەای تعریف:

an+1 − an = d

ͬ نامیم. م مشترک» «تفاضل یا اختلاف» «قدر را d که
عمومͬ: جمله

an = a1 + (n− 1)d

ثابت. فاصله با نردبان ͷی پلەهای مثل شهود:
اول: جمله n جمع

Sn =
n

2
(a1 + an) =

n

2
[2a1 + (n− 1)d]

پنجم: جمله .d = 4 ،a1 = 3 ساده: مثال

a5 = 3 + 4(4) = 19

اول: جمله ۵ جمع

S5 =
5

2
(3 + 19) = 55

ͬ شود: م اضافه میلیون ۵ سال هر و میلیون ۶۰ اول سال که کارمند ͷی سالانه حقوق مدیریتͬ: مثال

an = 60 + 5(n− 1)

سال: ۱۰ حقوق کل جمع میلیون. a10 = 60 + 45 = 105 دهم: سال حقوق

S10 =
10

2
(60 + 105) = میلیون825

حسابی: دنباله خواص

an =
an−1 + an+1

2
حسابی) (میانگین (۱۴۸)

Sn =
n

2
(a1 + an) (۱۴۹)

am − ak = (m− k)d (۱۵۰)

۲۰۹



هندسͬ دنباله :۳ مفهوم ۳ .۴ .۱۷

است: ثابت قبلͬ جمله به جمله هر نسبت که دنبالەای تعریف:

an+1

an
= r

ͬ نامیم. م نسبت» «قدر را r که
عمومͬ: جمله

an = a1 · rn−1

ͬ شود. م برابر دو ساعت هر که باکتری رشد مثل شهود:
اول: جمله n جمع

Sn = a1 ·
1− rn

1− r
(r ̸= 1)

:(|r| < 1 (اگر بی نهایت جمع
S∞ =

a1
1− r

پنجم: جمله .r = 3 ،a1 = 2 ساده: مثال

a5 = 2 · 34 = 162

جمله: ۵ جمع

S5 = 2 · 1− 35

1− 3
= 2 · 1− 243

−2
= 242

باشد: میلیون ۶۰ اول سال اگر سالانه. افزایش ۱۰٪ با سالانه حقوق مدیریتͬ: مثال

an = 60 · (1.1)n−1

سال: ۱۰ حقوق کل جمع میلیون. a10 = 60 · (1.1)9 ≈ 60× 2.3579 ≈ 141.48 دهم: سال حقوق

S10 = 60 · 1− (1.1)10

1− 1.1
= 60 · 1− 2.5937

−0.1
= 60× 15.937 ≈ میلیون956.2

هندسͬ: دنباله خواص

an =
√
an−1 · an+1 (an > 0 برای هندسͬ، (میانگین (۱۵۱)

am
ak

= rm−k (۱۵۲)

S∞ =
a1

1− r
(|r| < 1) (۱۵۳)

هندسͬ و حسابی دنباله تفاوت :۴ مفهوم ۴ .۴ .۱۷

ͬ گیرد. م «سبقت» حسابی دنباله هر از r > 1 با هندسͬ دنباله بلندمدت، در کلیدی: نکته

۲۱۰



هندسͬ حسابی ویژگͬ

an+1 = an · r an+1 = an + d بازگشتͬ رابطه
a1 · rn−1 a1 + (n− 1)d عمومͬ جمله
نمایی خطͬ رشد نوع
a1 · 1−rn

1−r
n
2
(a1 + an) جمله n جمع

مرکب بهره ثابت پلەای حقوق مدیریتͬ مثال
زوالͬ یا انفجاری خطͬ بلندمدت رفتار

فیبوناچͬ دنباله :۵ مفهوم ۵ .۴ .۱۷

است: قبلͬ جمله دو جمع جمله، هر که دنبالەای تعریف:

an = an−1 + an−2, a1 = 1, a2 = 1

... ،۵۵ ،۳۴ ،۲۱ ،۱۳ ،۸ ،۵ ،۳ ،۲ ،۱ ،۱ جملات:
فیبوناچͬ). اصلͬ (مسئله خرگوش ها جمعیت رشد الͽوی شهود:

طلایی (نسبت مالͬ بازارهای تحلیل خاص، الͽوی با تقاضا پیش بینͬ جمعیت، رشد مدل سازی مدیریتͬ: کاربرد
.(1.618

طلایی: نسبت

lim
n→∞

an+1

an
= φ =

1 +
√
5

2
≈ 1.618

دنباله واگرایی و همͽرایی :۶ مفهوم ۶ .۴ .۱۷

اگر: است L به همͽرا {an} دنباله همͽرایی: تعریف

lim
n→∞

an = L

ͬ شود. م ͷنزدی L به an ͬ شود، م بزرگ n وقتͬ یعنͬ
نوع: دو است. واگرا نباشد، همͽرا که دنبالەای واگرایی: تعریف

.an → ∞ :±∞ به واگرایی ●

ͬ کند. م نوسان 1 و −1 بین که (−1)n مثل نوسانͬ: واگرایی ●

هندسͬ: دنباله همͽرایی

lim
n→∞

rn =


0 |r| < 1

1 r = 1

+∞ r > 1

ندارد وجود r ≤ −1

.۰ به همͽرا :an = 1
n

ساده: مثال
.+∞ به واگرا :an = 2n ساده: مثال

(نوسانͬ). واگرا :an = (−1)n ساده: مثال
محدود. مقدار ͷی به همͽرا :r < 1 نرخ با بی نهایت اقساط فعلͬ ارزش مدیریتͬ: مثال

۲۱۱



دنباله حد قوانین :۷ مفهوم ۷ .۴ .۱۷

قضیه

آنگاه: ،limn→∞ bn = B و limn→∞ an = A اگر

lim(an + bn) = A+B (۱۵۴)
lim(an · bn) = A · B (۱۵۵)

lim
an
bn

=
A

B
(B ̸= 0) (۱۵۶)

lim(c · an) = c · A (۱۵۷)

است. L هم وسط حد باشد، L برابر طرف دو حد و an ≤ bn ≤ cn اگر فشردگͬ: قضیه
.(n2 بر (تقسیم limn→∞

3n2+2n
5n2−1

= 3
5

مثال:

بازگشتͬ دنبالەهای :۸ مفهوم ۸ .۴ .۱۷

ͬ شود. م محاسبه قبلͬ جملات از جمله هر که دنبالەای تعریف:
... ،۱۵ ،۷ ،۳ ،۱ :a1 = 1 ،an = 2an−1 + 1 مثال:

خروجͬ: و ورودی با انبار موجودی مدل سازی مدیریتͬ: کاربرد

In = In−1 + nورودی − nخروجͬ

هندسͬ و حسابی میانگین های :۹ مفهوم ۹ .۴ .۱۷

.A = a+b
2

حسابی: میانگین
.G =

√
ab هندسͬ: میانگین

.(a, b > 0 (برای A ≥ G نامساوی:
سرمایەگذاری). (بازده رشد نرخ های برای هندسͬ میانگین خطͬ؛ نرخ های برای حسابی میانگین مدیریتͬ: کاربرد

مرکب بهره در کاربرد :۱۰ مفهوم ۱۰ .۴ .۱۷

کند: رشد سالانه r نرخ با P اولیه سرمایه اگر فرمول:

An = P (1 + r)n

است. رشد نسبت = r با هندسͬ دنباله ͷی این
سال: ۵ از بعد سالانه. ۱۵٪ با میلیون ۱۰۰ مدیریتͬ: مثال

A5 = 100 · (1.15)5 ≈ میلیون201.14

اقساط در کاربرد :۱۱ مفهوم ۱۱ .۴ .۱۷

ماهانه: قسط باشد، قسط n و ،r ماهانه نرخ ،P مبلغ با وامͬ اگر تعریف:

A =
P · r

1− (1 + r)−n

قسط: ۶۰ ،۱٪ ماهانه نرخ میلیون، ۱۰۰ وام مدیریتͬ: مثال

A =
100 · 0.01

1− (1.01)−60
=

1

1− 0.5504
=

1

0.4496
≈ میلیون2.224

۲۱۲



فعلͬ ارزش در کاربرد :۱۲ مفهوم ۱۲ .۴ .۱۷

:r نرخ با بعد دوره n در C نقدی جریان فعلͬ ارزش تعریف:

PV =
C

(1 + r)n

:۱۲٪ نرخ با ͬ دهد، م سال ۱۰ برای میلیون ۵۰ سالانه که پروژەای مدیریتͬ: مثال

PV =
10∑
n=1

50

(1.12)n
= 50 · 1− (1.12)−10

0.12
≈ 50× 5.6502 ≈ میلیون282.5

استهلاک در کاربرد :۱۳ مفهوم ۱۳ .۴ .۱۷

(حسابی): مستقیم خط روش

Dn = D0 − n · D0 −Ds

N

مفید. عمر N و اسقاط ارزش Ds که
(هندسͬ): نزولͬ روش

Dn = D0(1− d)n

سال: ۵ از بعد سالانه. ۲۰٪ استهلاک با میلیون ۵۰۰ قیمت به خودرویی مثال:

D5 = 500 · (0.8)5 ≈ میلیون163.84

فروش پیش بینͬ در کاربرد :۱۴ مفهوم ۱۴ .۴ .۱۷

باشد: ۸٪ سالانه رشد و میلیون ۱۰۰ اول سال فروش اگر مثال:

Sn = 100 · (1.08)n−1

میلیون. S10 = 100 · (1.08)9 ≈ 199.9 دهم: سال فروش

مدیریت در دنباله جملات جمع :۱۵ مفهوم ۱۵ .۴ .۱۷

:۸٪ رشد و ۱۰۰ اول سال فروش با اول سال ۱۰ فروش کل مجموع مثال:

S10 = 100 · 1− (1.08)10

1− 1.08
≈ 100× 14.487 ≈ میلیون1448.7

حل شده مثال های ۵ .۱۷

حل شده مثال

عمومͬ جمله – حسابی دنباله :۱ مثال
بیاب. را a10 .d = 3 ،a1 = 5 مسئله: صورت

.an = a1 + (n− 1)d :۱ مرحله
.a10 = 5 + 9× 3 = 32 :۲ مرحله

.۳۲ نتیجه:

۲۱۳



حل شده مثال

جمع – حسابی دنباله :۲ مثال
.an = 3 + 2(n− 1) دنباله اول جمله ۲۰ جمع مسئله: صورت

.a20 = 3 + 2× 19 = 41 ،a1 = 3 :۱ مرحله
.S20 =

20
2
(3 + 41) = 440 :۲ مرحله

.۴۴۰ نتیجه:

حل شده مثال

عمومͬ جمله – هندسͬ دنباله :۳ مثال
بیاب. را a8 .r = 2 ،a1 = 4 مسئله: صورت

.an = a1r
n−1 :۱ مرحله

.a8 = 4 · 27 = 512 :۲ مرحله
.۵۱۲ نتیجه:

حل شده مثال

جمع – هندسͬ دنباله :۴ مثال
.r = 3 ،a1 = 2 اول جمله ۶ جمع مسئله: صورت

.S6 = 2 · 1−36

1−3
:۱ مرحله

.S6 = 2 · 1−729
−2

= 728 :۲ مرحله
.۷۲۸ نتیجه:

حل شده مثال

بی نهایت جمع :۵ مثال
.
∑∞

n=1 8 · (1/2)n مسئله: صورت
.r = 1/2 ،a1 = 4 :۱ مرحله
.S∞ = 4

1−1/2
= 8 :۲ مرحله

.۸ نتیجه:

حل شده مثال

ثابت افزایش با حقوق :۶ مثال
سال. ۱۵ جمع و ۱۵ سال حقوق اضافه. میلیون ۵ سالانه میلیون، ۶۰ اول سال حقوق مسئله: صورت

.a15 = 60 + 14× 5 = 130 :۱ مرحله
.S15 =

15
2
(60 + 130) = 1425 :۲ مرحله

میلیون. ۱۴۲۵ جمع ،۱۳۰ حقوق نتیجه:

۲۱۴



حل شده مثال

درصدی رشد با حقوق :۷ مثال
سال. ۱۰ جمع و ۱۰ سال حقوق رشد. ۸٪ سالانه میلیون، ۶۰ اول سال حقوق مسئله: صورت

.a10 = 60 · (1.08)9 ≈ 60× 1.9990 ≈ 119.94 :۱ مرحله
.S10 = 60 · 1−(1.08)10

1−1.08
≈ 60× 14.4866 ≈ 869.2 :۲ مرحله
میلیون. ۸۶۹ جمع ،۱۲۰ حقوق نتیجه:

حل شده مثال

مرکب بهره :۸ مثال
سال. ۸ از بعد سالانه. ۱۲٪ با میلیون ۲۰۰ مسئله: صورت

.A8 = 200 · (1.12)8 :۱ مرحله
.(1.12)8 ≈ 2.4760 :۲ مرحله
میلیون. A8 ≈ 495.2 :۳ مرحله

میلیون. ۲ .۴۹۵ نتیجه:

حل شده مثال

هندسͬ استهلاک :۹ مثال
سال. ۶ از بعد .۲۵٪ استهلاک با میلیون ۸۰۰ دستگاه مسئله: صورت

.D6 = 800 · (0.75)6 :۱ مرحله
.(0.75)6 ≈ 0.1780 :۲ مرحله
میلیون. D6 ≈ 142.4 :۳ مرحله

میلیون. ۴ .۱۴۲ نتیجه:

حل شده مثال

نقدی جریان فعلͬ ارزش :۱۰ مثال
.۱۰٪ نرخ آینده، سال ۵ در میلیون ۱۰۰ مسئله: صورت

.PV = 100/(1.10)5 :۱ مرحله
.(1.10)5 ≈ 1.6105 :۲ مرحله

میلیون. PV ≈ 62.09 :۳ مرحله
میلیون. ۱ .۶۲ نتیجه:

حل شده مثال

دنباله همͽرایی :۱۱ مثال
.limn→∞

3n+1
2n−5

مسئله: صورت
.3+1/n
2−5/n

:n بر تقسیم :۱ مرحله
.3/2 حد: :۲ مرحله

.3/2 نتیجه:

۲۱۵



حل شده مثال

هندسͬ همͽرایی :۱۲ مثال
.limn→∞(0.8)n مسئله: صورت

.rn → 0 پس ،|0.8| < 1 :۱ مرحله
.۰ نتیجه:

حل شده مثال

واگرایی :۱۳ مثال
.limn→∞(1.2)n مسئله: صورت

.rn → ∞ پس ،|1.2| > 1 :۱ مرحله
.+∞ نتیجه:

حل شده مثال

وام قسط :۱۴ مثال
ماهانه. قسط قسط. ۱۲۰ ،۸٪ .۰ ماهانه نرخ میلیون، ۲۰۰ وام مسئله: صورت

.A = 200·0.008
1−(1.008)−120 :۱ مرحله

.(1.008)120 ≈ 2.6039 :۲ مرحله
میلیون. A = 1.6

1−0.3840
= 1.6

0.6160
≈ 2.597 :۳ مرحله

میلیون. ۶ .۲ حدود نتیجه:

حل شده مثال

فروش رشد :۱۵ مثال
.۸ سال فروش .۱۵٪ رشد میلیون، ۵۰۰ اول سال فروش مسئله: صورت

.S8 = 500 · (1.15)7 :۱ مرحله
.(1.15)7 ≈ 2.6600 :۲ مرحله
میلیون. S8 ≈ 1330 :۳ مرحله

میلیارد. ۳۳ .۱ نتیجه:

حل شده مثال

فروش جمع :۱۶ مثال
سال. ۸ فروش جمع قبل، مثال در مسئله: صورت

.S8 = 500 · 1−(1.15)8

1−1.15
:۱ مرحله

.(1.15)8 ≈ 3.0590 :۲ مرحله
.S = 500 · 1−3.0590

−0.15
= 500× 13.727 ≈ 6863.5 :۳ مرحله

میلیارد. ۸۶ .۶ نتیجه:

۲۱۶



حل شده مثال

رشد هندسͬ میانگین :۱۷ مثال
سالانه. متوسط رشد نرخ .۱۸۰ ،۱۵۰ ،۱۲۰ ،۱۰۰ سال: ۴ فروش مسئله: صورت

.180/100 = 1.8 کل: نسبت :۱ مرحله
.r = (1.8)1/3 ≈ 1.2164 هندسͬ: میانگین :۲ مرحله

.۶۴٪ .۲۱ متوسط رشد نتیجه:

حل شده مثال

فیبوناچͬ دنباله :۱۸ مثال
فیبوناچͬ. دهم جمله مسئله: صورت

.۵۵ ،۳۴ ،۲۱ ،۱۳ ،۸ ،۵ ،۳ ،۲ ،۱ ،۱ :۱ مرحله
.۵۵ نتیجه:

حل شده مثال

موجودی بازگشتͬ دنباله :۱۹ مثال
.۱۲ ماه موجودی .۶۰ ماهانه خروجͬ ،۵۰ ماهانه ورودی ،۱۰۰ اولیه موجودی مسئله: صورت

.In = 100 + n(50− 60) = 100− 10n :۱ مرحله
(کمبود!). I12 = 100− 120 = −20 :۲ مرحله

مدیریتͬ. هشدار — ۱۲ ماه در منفͬ موجودی نتیجه:

حل شده مثال

اقساط فعلͬ ارزش :۲۰ مثال
فعلͬ. ارزش .۸٪ نرخ سال، ۵ برای سال هر پایان در میلیون ۳۰ دریافت مسئله: صورت

.PV =
∑5

n=1
30

(1.08)n
= 30 · 1−(1.08)−5

0.08
:۱ مرحله

.(1.08)5 ≈ 1.4693 :۲ مرحله
.PV = 30 · 1−0.6806

0.08
= 30× 3.9927 ≈ 119.78 :۳ مرحله

میلیون. ۸ .۱۱۹ نتیجه:

۲۱۷



رایج اشتباهات ۶ .۱۷

رایج اشتباه

هندسͬ. و حسابی دنباله بین اشتباه :۱ اشتباه
ثابت. ضرب = هندسͬ ثابت، جمع = حسابی پیشͽیری: راه

عمومͬ. جمله فرمول در n− 1 کردن فراموش :۲ اشتباه
.a1 + nd نه ،an = a1 + (n− 1)d پیشͽیری: راه

هندسͬ. جمع فرمول در اشتباه :۳ اشتباه
.Sn = a1(1− rn)/(1− r) پیشͽیری: راه

.|r| بررسͬ بدون هندسͬ دنباله همͽرایی فرض :۴ اشتباه
واگرا. :|r| ≥ 1 همͽرا؛ :|r| < 1 پیشͽیری: راه

هندسͬ). بەجای حسابی میانگین از (استفاده رشد میانگین محاسبه در اشتباه :۵ اشتباه
کن. استفاده هندسͬ میانگین از رشد، نرخ های برای پیشͽیری: راه

اعشار. به درصد تبدیل کردن فراموش :۶ اشتباه
.۱۵ .۰ = ۱۵٪ پیشͽیری: راه

وام. قسط محاسبه در اشتباه :۷ اشتباه
کن. حفظ را A = P ·r

1−(1+r)−n فرمول پیشͽیری: راه
ماهانه). vs. (سالانه دورەها تعداد در اشتباه :۸ اشتباه

.۱۲ × سال = دوره تعداد ۱۲؛ ̸ سالانه نرخ = ماهانه نرخ پیشͽیری: راه

مدیریت در کاربرد ۷ .۱۷

مدیریتͬ کاربرد

حقوق برنامەریزی :۱ کاربرد
ͬ شود. م مدل سازی (هندسͬ) درصدی یا (حسابی) پلەای افزایش با حقوق

سرمایەگذاری و مرکب بهره :۲ کاربرد
ͬ شود. م مدل هندسͬ دنباله با سرمایه رشد

وام اقساط :۳ کاربرد
هندسͬ. دنباله فعلͬ ارزش فرمول با ماهانه قسط محاسبه

دارایی استهلاک :۴ کاربرد
(هندسͬ). نزولͬ و (حسابی) مستقیم خط روش

فروش پیش بینͬ :۵ کاربرد
ͬ شود. م پیش بینͬ هندسͬ دنباله با آینده فروش سالانه، رشد نرخ با

انبار موجودی :۶ کاربرد
ͬ شود. م مدل بازگشتͬ دنباله با دوره هر پایان در موجودی

سرمایەگذاری تحلیل :۷ کاربرد
ͬ شود. م محاسبه هندسͬ جمع با آتͬ نقدی جریان های فعلͬ ارزش

پروژه ارزیابی :۸ کاربرد
ͬ آید. م دست به هندسͬ دنباله معادله حل با (IRR) داخلͬ بازده نرخ

جمعیت مدل سازی :۹ کاربرد
هندسͬ. دنباله با شهرها جمعیت رشد

سهام بازار تحلیل :۱۰ کاربرد
دنبالەها. با (ⅭAGR) سالانه مرکب رشد نرخ و متحرک میانگین

۲۱۸



فصل خلاصه ۸ .۱۷

کاربرد فرمول مفهوم

پلەای حقوق an = a1 + (n− 1)d حسابی دنباله
حقوق جمع Sn = n

2
(a1 + an) حسابی جمع

مرکب بهره an = a1r
n−1 هندسͬ دنباله

فعلͬ ارزش Sn = a1
1−rn

1−r
هندسͬ جمع

دائمͬ پروژه |r| < 1 ،S∞ = a1
1−r

بی نهایت جمع
بلندمدت رفتار lim an = L همͽرایی
متوسط رشد نرخ G = n

√∏
ai هندسͬ میانگین

خاص مدل های an = an−1 + an−2 فیبوناچͬ

خودآزمایی ۹ .۱۷
سوال) ۱۵) چهارگزینەای ۱ .۹ .۱۷

:an = 2 + 3(n− 1) دنباله دهم جمله .۱

۲۶ آ)

۲۹ ب)

۳۲ ج)

۳۵ د)

:an = 5 + 2(n− 1) اول جمله ۱۰ جمع .۲

۱۴۰ آ)

۱۵۰ ب)

۱۶۰ ج)

۱۷۰ د)

:r = 2 ،a1 = 3 دنباله هفتم جمله .۳

۹۶ آ)

۱۹۲ ب)

۳۸۴ ج)

۷۶۸ د)

:r = 3 ،a1 = 2 اول جمله ۵ جمع .۴

۱۲۱ آ)

۲۴۲ ب)

۲۱۹



۳۶۳ ج)

۴۸۴ د)

:r = 0.5 ،a1 = 10 برای S∞ .۵

۱۰ آ)

۱۵ ب)

۲۰ ج)

۲۵ د)

:limn→∞(0.5)n .۶

۰ آ)

۵ .۰ ب)

۱ ج)

∞ د)

:limn→∞(1.5)n .۷

۰ آ)

۱ ب)

۵ .۱ ج)

∞ د)

:limn→∞
2n+1
3n−1

.۸

۰ آ)

2/3 ب)

3/2 ج)

∞ د)

سال: ۳ از بعد سالانه ۱۰٪ با میلیون ۱۰۰ .۹

۱۲۱ آ)

۱۳۰ ب)

۱ .۱۳۳ ج)

۱۴۰ د)

:۵ سال حقوق .۱۰٪ رشد ،۵۰ اول سال حقوق .۱۰

۶۵ آ)

۲۲۰



۷۰ ب)

۲ .۷۳ ج)

۸۰ د)

فیبوناچͬ: دهم جمله .۱۱

۳۴ آ)

۵۵ ب)

۸۹ ج)

۱۴۴ د)

:۹ و ۴ هندسͬ میانگین .۱۲

۶ آ)

۵ .۶ ب)

۷ ج)

۱۳ د)

متوسط: رشد نرخ .۱۴۴ ،۱۲۱ ،۱۰۰ سال: ۳ فروش اگر .۱۳

۱۰٪ آ)

۱۵٪ ب)

۲۰٪ ج)

۲۵٪ د)

است؟ همͽرا دنباله کدام .۱۴

an = 2n آ)

an = (−1)n ب)

an = 1/n ج)

an = n2 د)

:۱۰٪ نرخ سال، ۲ در میلیون ۱۰۰ فعلͬ ارزش .۱۵

۸۰ آ)

۶۴ .۸۲ ب)

۹۰ ج)

۹۵ د)

۲۲۱



سوال) ۸) تشریحͬ ۲ .۹ .۱۷

.S15 و a15 .d = 4 ،a1 = 7 .۱۶
.S10 و a10 .r = 2 ،a1 = 5 .۱۷

.
∑∞

n=1 12 · (2/3)n .۱۸
سال. ۱۰ از بعد سالانه. ۸٪ با میلیون ۵۰۰ .۱۹

سال. ۱۰ جمع .۶٪ رشد میلیون، ۸۰ اول سال حقوق .۲۰
.limn→∞

5n2+3n
2n2−1

.۲۱
ماهانه. قسط قسط. ۱۲۰ ،۱٪ ماهانه نرخ میلیون، ۳۰۰ وام .۲۲

سالانه. متوسط رشد نرخ .۷۲ .۴۱۴ ،۶ .۳۴۵ ،۲۸۸ ،۲۴۰ ،۲۰۰ سال: ۵ فروش .۲۳

تشریحͬ پاسخنامه ۱۰ .۱۷
.2 + 3× 9 = 29 ب) .۱

.S = 5× 28 = 140 .a10 = 23 ،a1 = 5 الف) .۲
.3 · 26 = 192 ب) .۳

.2 · 1−35

1−3
= 2 · 121 = 242 ب) .۴

.10/(1− 0.5) = 20 ج) .۵
.۰ حد ،|0.5| < 1 الف) .۶

.∞ حد ،|1.5| > 1 د) .۷
.2/3 ضرایب: نسبت ب) .۸

.100 · (1.1)3 = 133.1 ج) .۹
.50 · (1.1)4 ≈ 73.2 ج) .۱۰

.۵۵ ب) .۱۱
.
√
36 = 6 الف) .۱۲

.۲۰٪ �
√

144/100 =
√
1.44 = 1.2 ج) .۱۳
.1/n → 0 ج) .۱۴

.100/(1.1)2 ≈ 82.64 ب) .۱۵
.S15 =

15
2
(7 + 63) = 525 .a15 = 7 + 14× 4 = 63 .۱۶

.S10 = 5 · 1−210

1−2
= 5× 1023 = 5115 .a10 = 5 · 29 = 2560 .۱۷

.S∞ = 8/(1/3) = 24 .r = 2/3 ،a1 = 12 · (2/3) = 8 .۱۸
.500 · (1.08)10 ≈ 500× 2.1589 ≈ 1079.5 .۱۹

.S = 80 · 1−(1.06)10

1−1.06
≈ 80× 13.1808 ≈ 1054.5 .۲۰

.5/2 = 2.5 ضرایب: نسبت .۲۱
میلیون. A = 3/(1− 0.3030) = 3/0.6970 ≈ 4.304 .(1.01)120 ≈ 3.3004 .A = 300·0.01

1−(1.01)−120 .۲۲
.۲۰٪ متوسط نرخ .(414.72/200)1/4 = (2.0736)0.25 = 1.2 .۲۳

پیشنهادی منابع ۱۱ .۱۷

.۱۳ فصل مدیریت. برای پایه ریاضیات .(۱۳۹۸) م. پورکاظمͬ، ●

.۱۳ فصل مدیریت. در آن کاربرد و ریاضیات .(۱۳۹۹) م. رنجبران، ●

.۱۳ فصل عمومͬ. ریاضیات .(۱۳۹۷) م. نیͺوکار، ●

Sⅽi− Soⅽiaⅼ anⅾ Ⅼife، Ⅿanageriaⅼ، the for Ⅿatheⅿatiⅽs Appⅼieⅾ .(۲۰۱۹) T. S. Tan، ●
.۱۲ Ⅽh. .enⅽes

.۱۱ Ⅽh. .Business for Ⅿatheⅿatiⅽs .(۲۰۱۷) A. S. Saⅼzⅿan، ●

۲۲۲



Ⅽh. .Finanⅽe anⅾ Business Eⅽonoⅿiⅽs، for Ⅿatheⅿatiⅽs Basiⅽ .(۲۰۱۸) E. Uⅿⅿer، ●
.۱۱

بازرسͬ ایست

توسعەیافته نسخه – ۱۳ فصل پایان
منبع ۶ | سوال ۲۳ | حل شده مثال ۲۰ | A۴ صفحه ۲۴∼ آمار:

xⅽoⅼor enuⅿiteⅿ booktabs geoⅿetry aⅿsⅿath،aⅿssyⅿb،aⅿsthⅿ [۱۲pt،a۴paper]artiⅽⅼe
xepersian hyperref tⅽoⅼorbox

ⅿargin=۲.۵ ⅽⅿ
(۱) مدیریت در آن کاربرد و ریاضیات

۱۴۰۵ مهر ۱۳ آموزشͬ معمار نفره ۵ تیم توسعەیافته) (نسخه آن مفاهیم و مشتق :۱۴ فصل

مطالب فهرست

۲۲۳



دوبرابر) حجم – توسعەیافته (نسخه آن مفاهیم و مشتق :۱۴ فصل ۱۸

چͺیده ۱ .۱۸
«اگر ͬ گوید م ما به مشتق است. مدیریت در تغییر نرخ تحلیل اصلͬ ابزار و دیفرانسیل حساب تپنده قلب مشتق،
تحلیل اصلͬ ابزار مشتق مدیریت، در ͬ کند؟». م تغییر سرعتͬ چه با و چقدر خروجͬ دهیم، تغییر کمͬ را ورودی
کشش نهایی، بهرەوری نهایی، سود نهایی، درآمد نهایی، هزینه است: تصمیم گیری و پیش بینͬ، بهینەسازی، نهایی،
ͬͺفیزی تفسیر مماس)، خط (شیب هندسͬ تفسیر حد، با دقیق تعریف مشتق، شهودی مفهوم فصل، این در تقاضا.
کاربردهای و بالاتر، مرتبه مشتق غیرمشتق پذیر، نقاط راست، و چپ مشتق پیوستگͬ، و مشتق پذیری (سرعت)،
با را مدیریتͬ مفاهیم و کنͬ حساب تعریف از را تابعͬ هر مشتق بتوانͬ نهایی: هدف ͬ آموزی. م را مدیریتͬ گسترده

کنͬ. تحلیل آن

یادگیری اهداف ۲ .۱۸
مرتبه مشتق مشتق پذیری، راست، و چپ مشتق مماس، خط لحظەای، تغییر آهنگ مشتق، کند: تعریف ●

بالاتر.

راست. و چپ مشتق ساده، توابع مشتق حد، تعریف با مشتق کند: محاسبه ●

هندسͬ. تفسیر غیرمشتق پذیر، نقاط مشتق پذیری، و پیوستگͬ رابطه کند: تحلیل ●

نهایی. سود نهایی، درآمد نهایی، هزینه تغییر، نرخ بەعنوان مشتق کند: تفسیر ●

اقتصاد. در نهایی تحلیل نهایی، بهرەوری شتاب، رشد، سرعت کند: مدل سازی ●

بحرانͬ. نقاط در تابع مشتق پذیری کند: ارزیابی ●

طنز مقدمه ۳ .۱۸
این پاسخ ͬ شود؟» م زیاد چقدر هزینه کنم، اضافه واحد ͷی را تولید «اگر بداند ͬ خواهد م کارخانه مدیر ͷی کن تصور
C(q) = 2q2+100q+500 هزینه تابع اگر است. هزینه تابع مشتق همان دقیقاً که — است نهایی» «هزینه سوال،

نهایی: هزینه باشد،
C ′(q) = 4q + 100

ͬ کند. م اضافه هزینه واحد ۱۴۰ اضافه، واحد هر است: 4(10)+100 = 140 نهایی هزینه واحد، ۱۰ تولید در یعنͬ

ͬ دهد. م ضرر باشد، ۱۳۰ اگر دارد؛ صرفه تولید باشد، ۱۵۰ فروش قیمت اگر است: مدیر تصمیم گیری ابزار عدد، این
لحظه این در «ماشین ͬ گویی م رفته»، کیلومتر ۱۰۰ «ماشین بͽویی اینکه جای به است: «سرعت سنج» مثل مشتق
مدیریت، در و — است «لحظەای» و «میانگین» بین تفاوت این ͬ کند». م حرکت ساعت در کیلومتر ۸۰ سرعت با

میانگین. نه ͬ شوند، م گرفته لحظەای نرخ اساس بر اغلب تصمیم ها
ریاضیدانان فقط که است پیچیده فرمول ͷی «مشتق ͬ کنند م فکر افراد از بسیاری اینجاست: ماجرا طنزآمیز نکته
کار و سر آن با روز هر مدیران که است تغییر» «نرخ همان مشتق واقعͬ، دنیای در اما ͬ کنند. م فرار آن از و ͬ فهمند» م
که است رانندەای مثل بͽیرد، مشتق نباشد بلد مدیر اگر سود. تغییر نرخ هزینه، تغییر نرخ فروش، تغییر نرخ دارند:

ͬ برد. م لحظەای» «تفکر به میانگین» «تفکر از را تو فصل، این ͬ کند. م رانندگͬ کورکورانه

اصلͬ مفاهیم ۴ .۱۸

مشتق شهودی مفهوم :۱ مفهوم ۱ .۴ .۱۸

است. x به نسبت f لحظەای» تغییر «نرخ ،x نقطه در f تابع مشتق شهودی: تعریف

۲۲۴



نمادها:
f ′(x) =

df

dx
= ḟ = Df(x)

سرعت = f ′(t) مشتق زمان، = t و پیمودەشده مسافت = f(t) اگر است. «سرعت سنج» مثل مشتق شهود:
لحظەای.

میانگین: با تفاوت

.∆f
∆x

= f(x+h)−f(x)
h

میانگین: تغییر نرخ ●

.limh→0
f(x+h)−f(x)

h
لحظەای: تغییر نرخ ●

ابتدا در لحظەای نرخ است ممͺن میلیون)، ۵۰ (میانگین برود میلیون ۱۵۰ به ۱۰۰ از فروش اگر مدیریتͬ: مثال
دارد. نیاز لحظەای نرخ به تصمیم گیری، برای مدیر باشد. ۷۰ انتها در و ۳۰

حد با مشتق دقیق تعریف :۲ مفهوم ۲ .۴ .۱۸

قضیه

:x = a نقطه در f تابع مشتق

f ′(a) = lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h

معادل: بەطور یا

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a

کند. میل صفر به ورودی تغییر وقتͬ ورودی، تغییر به تابع تغییر نسبت شهود:
:x = 3 در مشتق .f(x) = x2 عددی: مثال

f ′(3) = lim
h→0

(3 + h)2 − 9

h
(۱۵۸)

= lim
h→0

9 + 6h+ h2 − 9

h
(۱۵۹)

= lim
h→0

6h+ h2

h
= lim

h→0
(6 + h) = 6 (۱۶۰)

مماس خط شیب – هندسͬ تفسیر :۳ مفهوم ۳ .۴ .۱۸

است. (a, f(a)) نقطه در f نمودار بر مماس خط شیب برابر f ′(a) مشتق تعریف:
مماس: خط معادله

y − f(a) = f ′(a)(x− a)

قائم: خط معادله

y − f(a) = − 1

f ′(a)
(x− a) (f ′(a) ̸= 0)

است. نمودار» با هم جهت لمس، نقطه «در که است خطͬ مماس، خط شهود:
مماس: معادله .f ′(2) = 4 .(2, 4) نقطه ،f(x) = x2 مثال:

y − 4 = 4(x− 2) ⇒ y = 4x− 4

ͬ دهد. م نشان را سود» لحظەای تغییر «نرخ نقطه، ͷی در سود تابع بر مماس خط شیب مدیریتͬ: مثال

۲۲۵



شتاب و سرعت – ͬͺفیزی تفسیر :۴ مفهوم ۴ .۴ .۱۸

باشد: t زمان در جسم ͷی مͺان s(t) = 5t2 + 3t اگر مثال:

v(t) = s′(t) = 10t+ 3 (سرعت) (۱۶۱)
a(t) = v′(t) = s′′(t) = 10 (شتاب) (۱۶۲)

فروش: رشد نرخ باشد، t زمان در فروش S(t) = 100t0.5 اگر مدیریتͬ: مثال

S ′(t) = 50t−0.5 =
50√
t

ͬ شود. م کند سپس و ͬ کند م رشد سریع فروش ابتدا در یعنͬ

مشتق نمادگذاری :۵ مفهوم ۵ .۴ .۱۸

مشتق: نمادهای

.f (n)(x) ،f ′′(x) ،f ′(x) لاگرانژ: ●

.d2f
dx2 ، df

dx
لایبنیتز: ●

.f̈ ،ḟ نیوتن: ●

.D2f ،Df اویلر: ●

نقطه: ͷی در مشتق مقدار

f ′(a) =
df

dx

∣∣∣∣
x=a

پیوستگͬ و مشتق پذیری :۶ مفهوم ۶ .۴ .۱۸

قضیه

نیست. درست آن عکس اما است. پیوسته a در f آنگاه باشد، مشتق پذیر a در f اگر قضیه:

پیوسته، تابع ͷی اما است؛ پیوسته حتماً مشتق پذیر، تابع ͷی است. پیوستگͬ از قوی تر مشتق پذیری شهود:
نیست. مشتق پذیر لزوماً

نیست. مشتق پذیر اما است پیوسته x = 0 در f(x) = |x| مثال:
چپ: مشتق مشتق پذیری: عدم دلیل

lim
h→0−

|0 + h| − 0

h
= lim

h→0−

−h

h
= −1

راست: مشتق

lim
h→0+

|0 + h| − 0

h
= lim

h→0+

h

h
= +1

ندارد. وجود مشتق نیستند، برابر مشتق دو چون

۲۲۶



راست و چپ مشتق :۷ مفهوم ۷ .۴ .۱۸

راست: مشتق تعریف

f ′
+(a) = lim

h→0+

f(a+ h)− f(a)

h

چپ: مشتق تعریف

f ′
−(a) = lim

h→0−

f(a+ h)− f(a)

h

مشتق پذیری: شرط
f ′
+(a) = f ′

−(a) ⇒ f ′(a)دارد وجود
ندارد. وجود مشتق — f ′

− = −1 ،f ′
+ = 1 :x = 0 در f(x) = |x| مثال:

پرش: با پاداش تابع مدیریتͬ: مثال

S(x) =

{
5 x < 100

6 x ≥ 100

است ناپیوسته تابع خود اما است)، ثابت تابع بازه هر در (چون است ۰ راست مشتق و ۰ چپ مشتق ،x = 100 در
نیست. مشتق پذیر پس —

غیرمشتق پذیر نقاط :۸ مفهوم ۸ .۴ .۱۸

مشتق پذیری: عدم حالات

.x = 0 در |x| مثل (Ⅽorner): گوشه .۱

.x = 0 در 3
√
x2 مثل (Ⅽusp): بازگشت نقطه .۲

.x = 0 در 3
√
x مثل Tangent): (Vertiⅽaⅼ نامتناهͬ مشتق .۳

نیست. مشتق پذیر ناپیوستگͬ، نقطه در ناپیوسته تابع هر ناپیوستگͬ: .۴

است). متفاوت راست و چپ مشتق (چون نیست مشتق پذیر مرزی نقاط در پلەای تعرفه تابع مدیریتͬ: مثال

بالاتر مرتبه مشتق :۹ مفهوم ۹ .۴ .۱۸

اول: مشتق مشتق = دوم مشتق تعریف:

f ′′(x) =
d

dx

(
df

dx

)
=

d2f

dx2

.f(x) = x3 − 3x2 + 2x مثال:

f ′(x) = 3x2 − 6x+ 2 (۱۶۳)
f ′′(x) = 6x− 6 (۱۶۴)
f ′′′(x) = 6 (۱۶۵)
f (4)(x) = 0 (۱۶۶)

دوم: مشتق مدیریتͬ تفسیر

سود. تغییر نرخ سود: اول مشتق ●

ͬ شود؟). م کم یا زیاد خودش رشد نرخ (آیا سود تغییر شتاب سود: دوم مشتق ●

۲۲۷



پایه مشتق گیری قوانین :۱۰ مفهوم ۱۰ .۴ .۱۸

پایه: توابع مشتق

مشتق تابع

0 (ثابت) c
1 x
nxn−1 xn

1
2
√
x

√
x

ex ex

ax ln a ax
1
x

ln x
1

x ln a
loga x

cos x sin x
− sin x cos x
sec2 x = 1

cos2 x
tan x

کلͬ: قوانین

(cf)′ = cf ′ (۱۶۷)
(f ± g)′ = f ′ ± g′ (۱۶۸)

(fg)′ = f ′g + fg′ (ضرب) (۱۶۹)(
f

g

)′

=
f ′g − fg′

g2
(تقسیم) (۱۷۰)

(f(g(x)))′ = f ′(g(x)) · g′(x) (زنجیرەای) (۱۷۱)

مرکب توابع مشتق :۱۱ مفهوم ۱۱ .۴ .۱۸

زنجیرەای: قانون
dy

dx
=

dy

du
· du
dx

:u = 3x2 + 1 با .y = (3x2 + 1)5 مثال:

y′ = 5u4 · 6x = 30x(3x2 + 1)4

کارگر: برحسب هزینه باشد، کارگر تعداد q(L) و C(q) هزینه تابع اگر مدیریتͬ: مثال

dC

dL
=

dC

dq
· dq
dL

لͽاریتمͬ و نمایی توابع مشتق :۱۲ مفهوم ۱۲ .۴ .۱۸

مهم: مشتق های

d

dx
ef(x) = ef(x) · f ′(x) (۱۷۲)

d

dx
ln f(x) =

f ′(x)

f(x)
(۱۷۳)

d

dx
af(x) = af(x) ln a · f ′(x) (۱۷۴)

۲۲۸



. d
dx
e3x

2
= e3x

2 · 6x = 6xe3x
2 مثال:

سرمایه. رشد نرخ — d
dt
Pert = rPert مدیریتͬ: مثال

مدیریت در نهایی تحلیل و مشتق :۱۳ مفهوم ۱۳ .۴ .۱۸

Anaⅼysis): (Ⅿarginaⅼ نهایی تحلیل مفاهیم

ریاضͬ تعریف مدیریتͬ مفهوم

MC = C ′(q) نهایی هزینه
MR = R′(q) نهایی درآمد
MP = P ′(q) = R′(q)− C ′(q) نهایی سود
MPL = ∂Q

∂L
نهایی بهرەوری

MU = U ′(x) نهایی مطلوبیت
MPC = dC

dY
مصرف به نهایی تمایل

که: است ماکسیمم نقطەای در سود بهینەسازی: اصل

MR = MC ⇐⇒ P ′(q) = 0

کشش و مشتق :۱۴ مفهوم ۱۴ .۴ .۱۸

تقاضا: قیمتͬ کشش تعریف

Ed =
dQ

dP
· P
Q

قیمت. تغییر درصد به نسبت تقاضا تغییر درصد تفسیر:
:Q = 60 ،P = 20 در ،Q = 100− 2P اگر مثال:

Ed = (−2) · 20
60

= −2

3

خطͬ تقریب و مشتق :۱۵ مفهوم ۱۵ .۴ .۱۸

:a به ͷنزدی x برای خطͬ: تقریب

f(x) ≈ f(a) + f ′(a)(x− a)

:
√
4.1 تقریب مثال:

√
4.1 ≈

√
4 +

1

2
√
4
(0.1) = 2 +

0.1

4
= 2.025

حل شده مثال های ۵ .۱۸

حل شده مثال

حد تعریف با مشتق :۱ مثال
.x = 1 در مشتق .f(x) = x2 + 2x مسئله: صورت

.f ′(1) = limh→0
(1+h)2+2(1+h)−3

h
:۱ مرحله

.= limh→0
1+2h+h2+2+2h−3

h
:۲ مرحله

.= limh→0
4h+h2

h
= 4 :۳ مرحله

.f ′(1) = 4 نتیجه:

۲۲۹



حل شده مثال

چندجملەای مشتق :۲ مثال
.f(x) = 3x4 − 2x3 + 5x− 7 مسئله: صورت

.f ′(x) = 12x3 − 6x2 + 5 :۱ مرحله
.f ′(x) = 12x3 − 6x2 + 5 نتیجه:

حل شده مثال

ضرب مشتق :۳ مثال
.f(x) = (x2 + 1)(2x− 3) مسئله: صورت

.f ′ = (2x)(2x− 3) + (x2 + 1)(2) :۱ مرحله
.= 4x2 − 6x+ 2x2 + 2 = 6x2 − 6x+ 2 :۲ مرحله

.f ′(x) = 6x2 − 6x+ 2 نتیجه:

حل شده مثال

تقسیم مشتق :۴ مثال
.f(x) = x+1

x−1
مسئله: صورت

.f ′ = (1)(x−1)−(x+1)(1)
(x−1)2

:۱ مرحله
.= x−1−x−1

(x−1)2
= −2

(x−1)2
:۲ مرحله

.f ′(x) = −2
(x−1)2

نتیجه:

حل شده مثال

زنجیرەای مشتق :۵ مثال
.f(x) = (3x2 + 2)4 مسئله: صورت

.f ′ = 4(3x2 + 2)3 · 6x :۱ مرحله
.= 24x(3x2 + 2)3 :۲ مرحله

.f ′(x) = 24x(3x2 + 2)3 نتیجه:

حل شده مثال

نمایی مشتق :۶ مثال
.f(x) = e2x

2+1 مسئله: صورت
.f ′ = e2x

2+1 · 4x :۱ مرحله
.f ′(x) = 4xe2x

2+1 نتیجه:

حل شده مثال

لͽاریتمͬ مشتق :۷ مثال
.f(x) = ln(3x2 + 1) مسئله: صورت

.f ′ = 6x
3x2+1

:۱ مرحله
.f ′(x) = 6x

3x2+1
نتیجه:

۲۳۰



حل شده مثال

دوم مشتق :۸ مثال
دوم. مشتق .f(x) = x4 − 2x2 + 3 مسئله: صورت

.f ′(x) = 4x3 − 4x :۱ مرحله
.f ′′(x) = 12x2 − 4 :۲ مرحله

.f ′′(x) = 12x2 − 4 نتیجه:

حل شده مثال

مماس خط :۹ مثال
.x = 2 در f(x) = x3 بر مماس خط مسئله: صورت

.f(2) = 8 :۱ مرحله
.f ′(2) = 12 ،f ′(x) = 3x2 :۲ مرحله

.y − 8 = 12(x− 2) ⇒ y = 12x− 16 :۳ مرحله
.y = 12x− 16 نتیجه:

حل شده مثال

نهایی هزینه :۱۰ مثال
.q = 5 در نهایی هزینه .C(q) = q3 − 6q2 + 15q + 100 مسئله: صورت

.C ′(q) = 3q2 − 12q + 15 :۱ مرحله
.C ′(5) = 75− 60 + 15 = 30 :۲ مرحله

.۳۰ نهایی هزینه نتیجه:

حل شده مثال

نهایی درآمد :۱۱ مثال
نهایی. درآمد و درآمد تابع .P = 100− 2Q تقاضا تابع مسئله: صورت

.R = PQ = 100Q− 2Q2 :۱ مرحله
.MR = R′ = 100− 4Q :۲ مرحله

.MR = 100− 4Q نتیجه:

حل شده مثال

سود بهینەسازی :۱۲ مثال
سود. حداکثر .C(q) = 20q + 100 ،R(q) = 100q − q2 مسئله: صورت

.P (q) = −q2 + 80q − 100 :۱ مرحله
.P ′(q) = −2q + 80 = 0 ⇒ q = 40 :۲ مرحله

.P (40) = −1600 + 3200− 100 = 1500 :۳ مرحله
.q = 40 در ۱۵۰۰ سود حداکثر نتیجه:

۲۳۱



حل شده مثال

راست و چپ مشتق :۱۳ مثال

.x = 1 در مشتق .f(x) =

{
x2 x < 1

2x− 1 x ≥ 1
مسئله: صورت

.2x → 2 چپ: مشتق :۱ مرحله
.2 راست: مشتق :۲ مرحله
برابرند. مشتق دو :۳ مرحله

.f ′(1) = 2 نتیجه:

حل شده مثال

مشتق پذیری عدم :۱۴ مثال
.x = 2 در مشتق .f(x) = |x− 2| مسئله: صورت

.−1 چپ: مشتق :۱ مرحله
.+1 راست: مشتق :۲ مرحله

ندارد. وجود مشتق نتیجه:

حل شده مثال

تقاضا کشش :۱۵ مثال
.Q = 250 ،P = 50 در کشش .Q = 500− 5P مسئله: صورت

.dQ/dP = −5 :۱ مرحله
.E = −5 · 50

250
= −1 :۲ مرحله

.(ͷالاستی (واحد واحد کشش نتیجه:

حل شده مثال

خطͬ تقریب :۱۶ مثال
. 3
√
8.1 تقریب مسئله: صورت

.f(8) = 2 ،a = 8 ،f(x) = x1/3 :۱ مرحله
.f ′(8) = 1

12
،f ′(x) = 1

3
x−2/3 :۲ مرحله

.f(8.1) ≈ 2 + 0.1
12

≈ 2.0083 :۳ مرحله
.۰۰۸ .۲ تقریب نتیجه:

حل شده مثال

سوم مرتبه مشتق :۱۷ مثال
سوم. مشتق .f(x) = 2x5 − 3x2 مسئله: صورت

.f ′ = 10x4 − 6x :۱ مرحله
.f ′′ = 40x3 − 6 :۲ مرحله

.f ′′′ = 120x2 :۳ مرحله
.f ′′′(x) = 120x2 نتیجه:

۲۳۲



حل شده مثال

نهایی بهرەوری :۱۸ مثال
.L = 10 در نهایی بهرەوری .Q(L) = 20L− 0.5L2 مسئله: صورت

.Q′(L) = 20− L :۱ مرحله
.Q′(10) = 10 :۲ مرحله

واحد. ۱۰ نهایی بهرەوری نتیجه:

حل شده مثال

نهایی مطلوبیت :۱۹ مثال
.x = 10 در نهایی مطلوبیت .U(x) = 100 ln x مسئله: صورت

.U ′(x) = 100/x :۱ مرحله
.U ′(10) = 10 :۲ مرحله

.۱۰ نهایی مطلوبیت نتیجه:

حل شده مثال

سود تغییر شتاب :۲۰ مثال
.q = 5 در سود شتاب .P (q) = −2q3 + 30q2 − 100q مسئله: صورت

.P ′ = −6q2 + 60q − 100 :۱ مرحله
.P ′′ = −12q + 60 :۲ مرحله

.P ′′(5) = −60 + 60 = 0 :۳ مرحله
عطف). (نقطه صفر برابر q = 5 در سود شتاب نتیجه:

رایج اشتباهات ۶ .۱۸

رایج اشتباه

تابع. مقدار و مشتق بین اشتباه :۱ اشتباه
مقدار. خود نه است تغییر نرخ مشتق، پیشͽیری: راه

پیوستگͬ. از مشتق پذیری فرض :۲ اشتباه
کافͬ. نه است، لازم شرط پیوستگͬ پیشͽیری: راه

تقسیم. و ضرب قانون در اشتباه :۳ اشتباه
.(fg)′ ̸= f ′g′ پیشͽیری: راه

زنجیرەای. قانون کردن فراموش :۴ اشتباه
کن. استفاده زنجیرەای از همیشه مرکب، توابع برای پیشͽیری: راه

.(1/x بەجای ln x (فرض ln x مشتق در اشتباه :۵ اشتباه
.(ln x)′ = 1/x پیشͽیری: راه

قطعەای. توابع در راست و چپ مشتق کردن فراموش :۶ اشتباه
کن. حساب جدا را مشتق دو هر مرزی، نقاط در پیشͽیری: راه

دوم. مشتق تفسیر در اشتباه :۷ اشتباه
تغییر. نرخ خود نه تغییر، شتاب = دوم مشتق پیشͽیری: راه

۲۳۳



مدیریت در کاربرد ۷ .۱۸

مدیریتͬ کاربرد

نهایی هزینه :۱ کاربرد
اضافه. تولید برای تصمیم گیری — MC = C ′(q)

نهایی درآمد :۲ کاربرد
بهینه. قیمت گذاری تحلیل — MR = R′(q)

نهایی سود :۳ کاربرد
تولید. بهینه نقطه — MP = MR−MC

نهایی بهرەوری :۴ کاربرد
کارگر. بهینه استخدام — MPL = ∂Q/∂L

نهایی مطلوبیت :۵ کاربرد
مصرف. بودجه تخصیص — MU = U ′(x)

تقاضا کشش :۶ کاربرد
قیمت. حساسیت تحلیل — Ed = (dQ/dP )(P/Q)

رشد نرخ :۷ کاربرد
نسبی. رشد نرخ — S ′(t)/S(t)

خطͬ تقریب :۸ کاربرد
سریع. پیش بینͬ — f(x) ≈ f(a) + f ′(a)(x− a)

حساسیت تحلیل :۹ کاربرد
ورودی. تغییر به نسبت خروجͬ تغییر

حاشیه در تصمیم گیری :۱۰ کاربرد
مشتق. با کمتر» کمͬ یا بیشتر «کمͬ تصمیم های

فصل خلاصه ۸ .۱۸

کاربرد فرمول مفهوم

لحظەای نرخ f ′(a) = limh→0
f(a+h)−f(a)

h
مشتق تعریف

چندجملەای (xn)′ = nxn−1 توان مشتق
توابع ترکیب (fg)′ = f ′g + fg′ ضرب مشتق
نسبت ها (f/g)′ = f ′g−fg′

g2
تقسیم مشتق

مرکب توابع (f ◦ g)′ = f ′(g) · g′ زنجیرەای
رشد (ex)′ = ex نمایی
مطلوبیت (ln x)′ = 1/x لͽاریتمͬ
تولید تصمیم MC = C ′(q) نهایی هزینه
قیمت گذاری MR = R′(q) نهایی درآمد
سود حداکثر MR = MC بهینه

خودآزمایی ۹ .۱۸
سوال) ۱۵) چهارگزینەای ۱ .۹ .۱۸

:f(x) = x3 مشتق .۱

۲۳۴



3x آ)

3x2 ب)

x2 ج)

x4/4 د)

:f(x) = 5 مشتق .۲

۵ آ)

۱ ب)

۰ ج)

5x د)

:f(x) = e2x مشتق .۳

e2x آ)

2e2x ب)

2xe2x ج)

e2x/2 د)

:f(x) = ln(3x) مشتق .۴

1/(3x) آ)

3/x ب)

1/x ج)

3 ln x د)

:f(x) = (x2 + 1)3 مشتق .۵

3(x2 + 1)2 آ)

6x(x2 + 1)2 ب)

6x(x2 + 1)3 ج)

3x2 د)

:f(x) = x ln x مشتق .۶

1/x آ)

ln x+ 1 ب)

ln x ج)

x/ ln x د)
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:f(x) = 1
x

مشتق .۷

1/x2 آ)

−1/x2 ب)

ln x ج)

−1/x د)

:f(x) = x4 دوم مشتق .۸

4x3 آ)

12x2 ب)

24x ج)

24 د)

:q = 5 در نهایی هزینه ،C(q) = q2 + 10q اگر .۹

۱۰ آ)

۲۰ ب)

۳۰ ج)

۴۰ د)

:f(x) = sin(2x) مشتق .۱۰

cos(2x) آ)

2 cos(2x) ب)

−2 cos(2x) ج)

2 sin(2x) د)

:f(x) =
√
x مشتق .۱۱

1/(2
√
x) آ)

2
√
x ب)

√
x/2 ج)

1/
√
x د)

:q = 5 در نهایی سود ،P (q) = −q2 + 20q اگر .۱۲

۵ آ)

۱۰ ب)

۱۵ ج)

۲۳۶



۲۰ د)

:x = 3 در f(x) = x2 بر مماس خط .۱۳

y = 6x− 9 آ)

y = 3x− 9 ب)

y = 6x+ 9 ج)

y = 9x د)

:f(x) = xex مشتق .۱۴

ex آ)

xex ب)

ex(1 + x) ج)

ex(1− x) د)

:f(x) = ln(x2 + 1) مشتق .۱۵
2x

x2+1
آ)

1
x2+1

ب)

2
x

ج)

2x ln(x2 + 1) د)

سوال) ۸) تشریحͬ ۲ .۹ .۱۸

بیاب. را f(x) = 2x3 − 5x2 + 4x− 1 مشتق .۱۶
بیاب. را f(x) = x2+1

x−1
مشتق .۱۷

بیاب. را f(x) = ex
2 · ln x مشتق .۱۸

.x = 2 در f(x) = x3 − x بر مماس خط .۱۹
.q = 20 در نهایی هزینه ،C(q) = 0.01q3 − 0.5q2 + 10q + 1000 اگر .۲۰

.f(x) = x4 − 6x2 + 3x دوم مشتق .۲۱
.P = 25 در تقاضا کشش ،Q = 200− 4P اگر .۲۲

.f(x) = (2x+ 1)5 · e3x مشتق .۲۳

تشریحͬ پاسخنامه ۱۰ .۱۸
.(x3)′ = 3x2 ب) .۱

است. صفر ثابت مشتق ج) .۲
.(e2x)′ = 2e2x ب) .۳

.(ln 3x)′ = 3
3x

= 1/x ج) .۴
.3(x2 + 1)2 · 2x = 6x(x2 + 1)2 ب) .۵

.(x ln x)′ = ln x+ x · 1/x = ln x+ 1 ب) .۶
.(x−1)′ = −x−2 = −1/x2 ب) .۷

.f ′′ = 12x2 ،f ′ = 4x3 ب) .۸

۲۳۷



.C ′(5) = 20 ،C ′(q) = 2q + 10 ب) .۹
.2 cos(2x) ب) .۱۰

.1/(2
√
x) الف) .۱۱

.P ′(5) = 10 ،P ′(q) = −2q + 20 ب) .۱۲
.y = 9 + 6(x− 3) = 6x− 9 ،f ′(3) = 6 ،f(3) = 9 الف) .۱۳

.(xex)′ = ex + xex = ex(1 + x) ج) .۱۴
. 2x
x2+1

الف) .۱۵
.f ′(x) = 6x2 − 10x+ 4 .۱۶

.f ′ = (2x)(x−1)−(x2+1)(1)
(x−1)2

= 2x2−2x−x2−1
(x−1)2

= x2−2x−1
(x−1)2

.۱۷
.f ′ = 2xex

2
ln x+ ex

2
/x = ex

2
(2x ln x+ 1/x) .۱۸

.y = 6 + 11(x− 2) = 11x− 16 مماس: .f ′(2) = 11 ،f ′(x) = 3x2 − 1 ،f(2) = 6 .۱۹
.C ′(20) = 12− 20 + 10 = 2 .C ′(q) = 0.03q2 − q + 10 .۲۰

.f ′′ = 12x2 − 12 ،f ′ = 4x3 − 12x+ 3 .۲۱
.E = −4 · 25/100 = −1 .Q = 100 ،P = 25 در .dQ/dP = −4 .۲۲

f ′ = 10(2x + 1)4e3x + 3(2x + 1)5e3x = e3x(2x + 1)4[10 + 3(2x + 1)] = e3x(2x + .۲۳
.1)4(6x+ 13)

پیشنهادی منابع ۱۱ .۱۸

.۱۴ فصل مدیریت. برای پایه ریاضیات .(۱۳۹۸) م. پورکاظمͬ، ●

.۱۴ فصل مدیریت. در آن کاربرد و ریاضیات .(۱۳۹۹) م. رنجبران، ●

.۱۴ فصل عمومͬ. ریاضیات .(۱۳۹۷) م. نیͺوکار، ●

Sⅽi− Soⅽiaⅼ anⅾ Ⅼife، Ⅿanageriaⅼ، the for Ⅿatheⅿatiⅽs Appⅼieⅾ .(۲۰۱۹) T. S. Tan، ●
.۱۲ −۱۱ Ⅽh. .enⅽes

.۱۱ −۱۰ Ⅽh. .Business for Ⅿatheⅿatiⅽs .(۲۰۱۷) A. S. Saⅼzⅿan، ●

Ⅽh. .Finanⅽe anⅾ Business Eⅽonoⅿiⅽs، for Ⅿatheⅿatiⅽs Basiⅽ .(۲۰۱۸) E. Uⅿⅿer، ●
.۱۲

بازرسͬ ایست

توسعەیافته نسخه – ۱۴ فصل پایان
منبع ۶ | سوال ۲۳ | حل شده مثال ۲۰ | A۴ صفحه ۲۴∼ آمار:

xⅽoⅼor enuⅿiteⅿ booktabs geoⅿetry aⅿsⅿath،aⅿssyⅿb،aⅿsthⅿ [۱۲pt،a۴paper]artiⅽⅼe
xepersian hyperref tⅽoⅼorbox

ⅿargin=۲.۵ ⅽⅿ
(۱) مدیریت در آن کاربرد و ریاضیات

۱۴۰۵ مهر ۱۳ آموزشͬ معمار نفره ۵ تیم توسعەیافته) (نسخه مشتق گیری قوانین :۱۵ فصل

مطالب فهرست

۲۳۸



دوبرابر) حجم – توسعەیافته (نسخه مشتق گیری قوانین :۱۵ فصل ۱۹

چͺیده ۱ .۱۹
کنͬ، استفاده حد تعریف از بار هر بخواهͬ اگر اما شدی. آشنا حد با آن تعریف و مشتق مفهوم با قبل فصل در
از مجموعەای ͬ شوند: م وارد مشتق گیری» «قوانین که اینجاست ͬ شوند. م خستەکننده و طولانͬ بسیار محاسبات
مشتق گیری قوانین فصل، این در ͬ کنند. م تبدیل ͬͺانیͺم و سریع فرآیند ͷی به را مشتق گیری که آماده فرمول های
لͽاریتمͬ، نمایی، توابع مشتق زنجیرەای، تقسیم، ضرب، تفاضل، جمع، قوانین رادیͺال)، توان، (ثابت، پایه توابع
هر مشتق بتوانͬ نهایی: هدف ͬ آموزی. م را مدیریتͬ گسترده کاربردهای و ضمنͬ، مشتق بالاتر، مرتبه مشتق مثلثاتͬ،

ببری. کار به مدیریتͬ مسائل تحلیل برای و کنͬ محاسبه ثانیه چند در قوانین، از استفاده با را پیچیدەای تابع

یادگیری اهداف ۲ .۱۹
ضمنͬ. مشتق زنجیرەای، قانون تقسیم، قانون ضرب، قانون توان، قانون کند: تعریف ●

آن ها. مرکب و مثلثاتͬ لͽاریتمͬ، نمایی، جبری، تابع هر مشتق کند: محاسبه ●

ساده. قوانین به آن ها تجزیه و پیچیده توابع ساختار کند: تحلیل ●

چندلایه. توابع برای زنجیرەای قانون برد: بەکار ●

مدیریتͬ. مسائل در رشد و کشش، بهرەوری، مرکب، تغییر نرخ کند: مدل سازی ●

تابع. ساختار کدام برای قانون کدام انتخاب کند: ارزیابی ●

طنز مقدمه ۳ .۱۹
است: شͺل این به سود تابع کند. حساب را شرکت ͷی سود تابع مشتق ͬ خواهد م مالͬ تحلیلͽر ͷی کن تصور

P (q) = (3q2 + 5q)(4q3 − 2q)5 · ln(q2 + 1)

اگر اما کند. اشتباه هم انتها در و بͽذارد وقت ساعت چند است ممͺن کند، استفاده حد تعریف از بخواهد اگر
به دقیقه چند در ͬ تواند م — لͽاریتمͬ مشتق و زنجیرەای، قانون ضرب، قانون — باشد بلد را مشتق گیری» «قوانین

برسد. جواب
باشͬ بلد اگر شده. ساخته خاص کار نوع ͷی برای ابزار هر هستند: «ͬͺانیͺم «جعبەابزار مثل مشتق گیری قوانین
ساعتها است ممͺن نه، اگر ͬ شود. م انجام دقیقه چند در ماشین تعمیر کنͬ، استفاده پیچ کدام برای را آچار کدام

کنͬ. خراب هم را پیچ و بͽذاری وقت
از و فرمول» ۲۰ کردن حفظ یعنͬ «مشتق گیری ͬ کنند م فکر دانشجوها از بسیاری اینجاست: ماجرا طنزآمیز نکته
نمایی̸لͽاریتمͬ) زنجیرەای، تقسیم، ضرب، (توان، اصلͬ قانون ۵ فقط واقعͬ، دنیای در اما ͬ کنند. م فرار کار این
از و — ͬ برد م «فهمیدن» به کردن» «حفظ از را تو فصل، این بͽیری. مشتق را مدیریتͬ توابع ۹۹٪ تا است کافͬ

مشتق گیری». «لذت به مشتق» از «ترس

۲۳۹



اصلͬ مفاهیم ۴ .۱۹

Ruⅼe) (Power توان قانون :۱ مفهوم ۱ .۴ .۱۹

قضیه

آنگاه: است، حقیقͬ عدد ͷی n که f(x) = xn اگر

f ′(x) = n · xn−1

ͬ کنͬ. م کم واحد ͷی و ͬ آوری» م «پایین را توان شهود:
ساده: مثال های

(x3)′ = 3x2 (۱۷۵)
(x5)′ = 5x4 (۱۷۶)

(x100)′ = 100x99 (۱۷۷)
(x)′ = 1 (۱۷۸)
(x0)′ = 0 (۱۷۹)

(
√
x)′ = (x1/2)′ =

1

2
x−1/2 =

1

2
√
x

(۱۸۰)

( 3
√
x)′ = (x1/3)′ =

1

3
x−2/3 =

1

3
3
√
x2

(۱۸۱)(
1

x

)′

= (x−1)′ = −x−2 = − 1

x2
(۱۸۲)(

1

x2

)′

= (x−2)′ = −2x−3 = − 2

x3
(۱۸۳)

:Q(L) = 20L0.5 تولید تابع مدیریتͬ: مثال

Q′(L) = 10L−0.5 =
10√
L

اضافه تولید واحد ۱ اضافه، کارگر هر یعنͬ — Q′(100) = 1 ،L = 100 در است. کار» نهایی «بهرەوری این
ͬ کند. م

ثابت ضریب قانون :۲ مفهوم ۲ .۴ .۱۹

قضیه

(c · f(x))′ = c · f ′(x)

ͬ شود. م اعمال تابع روی فقط و ͬ ماند م «دست نخورده» ثابت، ضریب شهود:
مثال:

(5x3)′ = 5 · 3x2 = 15x2 (۱۸۴)
(−2x4)′ = −2 · 4x3 = −8x3 (۱۸۵)

(100
√
x)′ = 100 · 1

2
√
x
=

50√
x

(۱۸۶)

۲۴۰



:R(q) = 50q − 0.5q2 درآمد تابع اگر مدیریتͬ: مثال

R′(q) = 50− q

.R′(30) = 20 نهایی درآمد ،q = 30 در

تفاضل و جمع قانون :۳ مفهوم ۳ .۴ .۱۹

قضیه

(f(x)± g(x))′ = f ′(x)± g′(x)

مشتق هاست. جمع جمع، مشتق شهود:
مثال:

(3x4 + 2x2 − 5x+ 7)′ = 12x3 + 4x− 5 (۱۸۷)

(x3 −
√
x+ ln x)′ = 3x2 − 1

2
√
x
+

1

x
(۱۸۸)

:P (q) = R(q)− C(q) سود تابع مدیریتͬ: مثال

P ′(q) = R′(q)− C ′(q) = MR−MC

است. نهایی» «سود همان این

Ruⅼe) (Proⅾuⅽt ضرب قانون :۴ مفهوم ۴ .۴ .۱۹

قضیه

(f(x) · g(x))′ = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x)

دوم». مشتق × اولͬ + دومͬ × اول «مشتق شهود:
حد: تعریف طبق اثبات:

(fg)′ = lim
h→0

f(x+ h)g(x+ h)− f(x)g(x)

h
(۱۸۹)

= lim
h→0

f(x+ h)g(x+ h)− f(x)g(x+ h) + f(x)g(x+ h)− f(x)g(x)

h
(۱۹۰)

= lim
h→0

g(x+ h) · f(x+ h)− f(x)

h
+ f(x) · g(x+ h)− g(x)

h
(۱۹۱)

= g(x)f ′(x) + f(x)g′(x) ■ (۱۹۲)

ساده: مثال های

(x2 · ex)′ = 2xex + x2ex = xex(2 + x) (۱۹۳)

(x ln x)′ = 1 · ln x+ x · 1
x
= ln x+ 1 (۱۹۴)

((x2 + 1)(x3 − 2))′ = 2x(x3 − 2) + (x2 + 1)(3x2) (۱۹۵)
= 2x4 − 4x+ 3x4 + 3x2 = 5x4 + 3x2 − 4x (۱۹۶)

باشند: زمان تابع دو هر Q و P و R = P ·Q درآمد اگر مدیریتͬ: مثال

dR

dt
=

dP

dt
Q+ P

dQ

dt

۲۴۱



Ruⅼe) (Quotient تقسیم قانون :۵ مفهوم ۵ .۴ .۱۹

)قضیه
f(x)

g(x)

)′

=
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

[g(x)]2

.«۲ توان به مخرج بر تقسیم مخرج، مشتق × صورت − مخرج × صورت «مشتق شهود:
دو». توان به پایین بر مشتق پایین، منهای «پایین مشتق یادسپاری:

ساده: )مثال های
x

x+ 1

)′

=
1(x+ 1)− x(1)

(x+ 1)2
=

1

(x+ 1)2
(۱۹۷)(

ln x

x

)′

=
(1/x)x− ln x · 1

x2
=

1− ln x

x2
(۱۹۸)(

ex

x2

)′

=
exx2 − ex · 2x

x4
=

ex(x− 2)

x3
(۱۹۹)

:AC(q) = C(q)
q

متوسط هزینه تابع مدیریتͬ: مثال

AC ′(q) =
C ′(q) · q − C(q) · 1

q2
=

MC · q − C(q)

q2
=

MC − AC

q

ͬ یابد. م کاهش متوسط هزینه ،MC < AC اگر یعنͬ

Ruⅼe) (Ⅽhain زنجیرەای قانون :۶ مفهوم ۶ .۴ .۱۹

قضیه

آنگاه: ،u = g(x) و y = f(u) اگر
dy

dx
=

dy

du
· du
dx

معادل: بەطور یا
(f(g(x)))′ = f ′(g(x)) · g′(x)

درونͬ». مشتق ضربدر بیرونͬ «مشتق شهود:
ساده: مثال های

((3x+ 1)5)′ = 5(3x+ 1)4 · 3 = 15(3x+ 1)4 (۲۰۰)
(ex

2

)′ = ex
2 · 2x = 2xex

2 (۲۰۱)

(ln(2x+ 1))′ =
1

2x+ 1
· 2 =

2

2x+ 1
(۲۰۲)

(
√
x2 + 1)′ =

1

2
√
x2 + 1

· 2x =
x√

x2 + 1
(۲۰۳)

:f(x) = esin(x
2) چندلایه: زنجیره

f ′(x) = esin(x
2) · cos(x2) · 2x = 2x cos(x2)esin(x

2)

:L(t) = 4t+ 1 و Q(L) = 10L0.5 اگر مدیریتͬ: مثال
dQ

dt
=

dQ

dL
· dL
dt

=
5√
L
· 4 =

20√
4t+ 1

۲۴۲



نمایی توابع مشتق :۷ مفهوم ۷ .۴ .۱۹

قضیه

(ex)′ = ex (۲۰۴)
(ax)′ = ax ln a (۲۰۵)

(ef(x))′ = ef(x) · f ′(x) (۲۰۶)
(af(x))′ = af(x) ln a · f ′(x) (۲۰۷)

است. e منحصربەفرد خاصیت این — است خودش همان ex مشتق شهود:
ساده: مثال های

(e3x)′ = 3e3x (۲۰۸)
(e−x2

)′ = −2xe−x2 (۲۰۹)
(2x)′ = 2x ln 2 (۲۱۰)
(52x)′ = 52x ln 5 · 2 = 2 ln 5 · 52x (۲۱۱)

:A(t) = Pert پیوسته بهره با سرمایه ارزش مدیریتͬ: مثال

A′(t) = rPert = rA(t)

است. سرمایه خود با متناسب سرمایه، رشد نرخ یعنͬ

لͽاریتمͬ توابع مشتق :۸ مفهوم ۸ .۴ .۱۹

قضیه

(ln x)′ =
1

x
(۲۱۲)

(loga x)
′ =

1

x ln a
(۲۱۳)

(ln f(x))′ =
f ′(x)

f(x)
(۲۱۴)

ساده: مثال های

(ln(3x))′ =
3

3x
=

1

x
(۲۱۵)

(ln(x2 + 1))′ =
2x

x2 + 1
(۲۱۶)

(log10 x)
′ =

1

x ln 10
(۲۱۷)

تقسیم: و ضرب پیچیده توابع برای قدرتمند روش لͽاریتمͬ: مشتق

y = f(x) ⇒ ln y = ln f(x) ⇒ y′

y
= (ln f(x))′ ⇒ y′ = y · (ln f(x))′

۲۴۳



لͽاریتم گیری: با .y = xx مثال:

ln y = x ln x ⇒ y′

y
= ln x+ 1 ⇒ y′ = xx(ln x+ 1)

:U(x) = ln(x) مطلوبیت تابع مدیریتͬ: مثال

U ′(x) =
1

x

ͬ یابد. م کاهش مصرف افزایش با نهایی مطلوبیت یعنͬ

مثلثاتͬ توابع مشتق :۹ مفهوم ۹ .۴ .۱۹

قضیه

(sin x)′ = cos x (۲۱۸)
(cos x)′ = − sin x (۲۱۹)

(tan x)′ = sec2 x =
1

cos2 x
(۲۲۰)

(cot x)′ = − csc2 x (۲۲۱)
(sec x)′ = sec x tan x (۲۲۲)
(csc x)′ = − csc x cot x (۲۲۳)

ساده: مثال های

(sin(3x))′ = 3 cos(3x) (۲۲۴)
(cos(x2))′ = −2x sin(x2) (۲۲۵)
(tan(2x))′ = 2 sec2(2x) (۲۲۶)

:Q(t) = 100 + 50 sin(πt/6) با فصلͬ تقاضای مدل سازی مدیریتͬ: مثال

Q′(t) =
50π

6
cos(πt/6) ≈ 26.18 cos(πt/6)

بالاتر مرتبه مشتق :۱۰ مفهوم ۱۰ .۴ .۱۹

ترتیب. همین به و است اول مشتق مشتق دوم، مشتق تعریف:
.f (n)(x) ،f ′′′(x) ،f ′′(x) نمادها:

.f(x) = x5 + 2x3 − x مثال:

f ′(x) = 5x4 + 6x2 − 1 (۲۲۷)
f ′′(x) = 20x3 + 12x (۲۲۸)
f ′′′(x) = 60x2 + 12 (۲۲۹)
f (4)(x) = 120x (۲۳۰)
f (5)(x) = 120 (۲۳۱)
f (6)(x) = 0 (۲۳۲)

مدیریتͬ: تفسیر

۲۴۴



سود. تغییر نرخ :P ′(q) ●

سود. تغییر شتاب :P ′′(q) ●

مثبت). (شتاب ͬ کند م رشد صعودی نرخ با سود :P ′′(q) > 0 ●

منفͬ). (شتاب ͬ کند م رشد نزولͬ نرخ با سود :P ′′(q) < 0 ●

Ⅾifferentiation) (Iⅿpⅼiⅽit ضمنͬ مشتق :۱۱ مفهوم ۱۱ .۴ .۱۹

ͬ کنیم. م استفاده ضمنͬ مشتق از باشد، شده داده F (x, y) = 0 بەصورت تابع وقتͬ تعریف:
روش:

بͽیر. مشتق x به نسبت را طرف دو .۱

زنجیرەای). (قانون کن ضرب را dy
dx

دیدی، y جا هر .۲

کن. حل را dy
dx

.۳

.x2 + y2 = 25 مثال:
2x+ 2y

dy

dx
= 0 ⇒ dy

dx
= −x

y

جانشینͬ: نهایی نرخ ،U(x, y) = x2y3 = 100 مطلوبیت تابع اگر مدیریتͬ: مثال

dy

dx
= − 2xy3

3x2y2
= −2y

3x

پارامتری مشتق :۱۲ مفهوم ۱۲ .۴ .۱۹

آنگاه: ،y = y(t) و x = x(t) اگر تعریف:

dy

dx
=

dy/dt

dx/dt

:y = t3 ،x = t2 مثال:
dy

dx
=

3t2

2t
=

3t

2

معکوس توابع مشتق گیری قوانین :۱۳ مفهوم ۱۳ .۴ .۱۹

باشد: مشتق پذیر و معکوس پذیر f اگر قضیه:

(f−1)′(y) =
1

f ′(f−1(y))

:f−1(x) = ln x ،f(x) = ex مثال:

(ln x)′ =
1

elnx
=

1

x

۲۴۵



مشتق تابع

0 c
nxn−1 xn

ex ex

ax ln a ax

1/x ln x
1/(x ln a) loga x
cos x sin x
− sin x cos x
sec2 x tan x
f ′g + fg′ f · g
(f ′g − fg′)/g2 f/g
f ′(g) · g′ f(g(x))

قوانین خلاصه جدول :۱۴ مفهوم ۱۴ .۴ .۱۹

نهایی تحلیل در کاربرد :۱۵ مفهوم ۱۵ .۴ .۱۹

.C(q) = q3−10q2+50q+100 و D(q) = 100−2q که P (q) = q ·D(q)−C(q) سود تابع ترکیبی: مثال

R(q) = q(100− 2q) = 100q − 2q2 (۲۳۳)
P (q) = 100q − 2q2 − q3 + 10q2 − 50q − 100 (۲۳۴)

= −q3 + 8q2 + 50q − 100 (۲۳۵)
P ′(q) = −3q2 + 16q + 50 (۲۳۶)
P ′′(q) = −6q + 16 (۲۳۷)

.P ′(q) = 0 ⇒ 3q2 − 16q − 50 = 0 ⇒ q ≈ 7.55 بهینه: نقطه

حل شده مثال های ۵ .۱۹

حل شده مثال

ضریب + توان قانون :۱ مثال
.f(x) = 7x5 − 3x2 + 8 مسئله: صورت

.f ′(x) = 35x4 − 6x :۱ مرحله
.f ′(x) = 35x4 − 6x نتیجه:

حل شده مثال

ضرب قانون :۲ مثال
.f(x) = (x2 + 1)(x3 − 2) مسئله: صورت

.f ′ = 2x(x3 − 2) + (x2 + 1)(3x2) :۱ مرحله
.= 2x4 − 4x+ 3x4 + 3x2 = 5x4 + 3x2 − 4x :۲ مرحله

.f ′(x) = 5x4 + 3x2 − 4x نتیجه:

۲۴۶



حل شده مثال

تقسیم قانون :۳ مثال
.f(x) = 3x−1

x+2
مسئله: صورت

.f ′ = 3(x+2)−(3x−1)(1)
(x+2)2

:۱ مرحله
.= 3x+6−3x+1

(x+2)2
= 7

(x+2)2
:۲ مرحله

.f ′(x) = 7
(x+2)2

نتیجه:

حل شده مثال

زنجیرەای :۴ مثال
.f(x) = (2x3 + 5x)4 مسئله: صورت

.f ′ = 4(2x3 + 5x)3 · (6x2 + 5) :۱ مرحله
.f ′(x) = 4(6x2 + 5)(2x3 + 5x)3 نتیجه:

حل شده مثال

نمایی زنجیرەای :۵ مثال
.f(x) = ex

2+3x مسئله: صورت
.f ′ = ex

2+3x · (2x+ 3) :۱ مرحله
.f ′(x) = (2x+ 3)ex

2+3x نتیجه:

حل شده مثال

لͽاریتمͬ :۶ مثال
.f(x) = ln(x3 + 1) مسئله: صورت

.f ′ = 3x2

x3+1
:۱ مرحله

.f ′(x) = 3x2

x3+1
نتیجه:

حل شده مثال

زنجیرەای + ضرب :۷ مثال
.f(x) = x2e3x مسئله: صورت

.f ′ = 2xe3x + x2 · 3e3x :۱ مرحله
.= xe3x(2 + 3x) :۲ مرحله

.f ′(x) = xe3x(3x+ 2) نتیجه:

حل شده مثال

لͽاریتم با تقسیم :۸ مثال
.f(x) = lnx

x
مسئله: صورت

.f ′ = (1/x)·x−lnx
(x)2

:۱ مرحله
.= 1−lnx

x2 :۲ مرحله
.f ′(x) = 1−lnx

x2 نتیجه:

۲۴۷



حل شده مثال

لͽاریتمͬ مشتق :۹ مثال
.f(x) = xx مسئله: صورت

.ln y = x ln x :۱ مرحله
.y′
y
= ln x+ 1 :۲ مرحله

.y′ = xx(ln x+ 1) :۳ مرحله
.f ′(x) = xx(ln x+ 1) نتیجه:

حل شده مثال

دوم مشتق :۱۰ مثال
.f(x) = x4 − 3x3 + 2x مسئله: صورت

.f ′ = 4x3 − 9x2 + 2 :۱ مرحله
.f ′′ = 12x2 − 18x :۲ مرحله

.f ′′(x) = 12x2 − 18x نتیجه:

حل شده مثال

ضمنͬ :۱۱ مثال
. dy
dx

.x2 + xy + y2 = 7 مسئله: صورت
.2x+ y + xy′ + 2yy′ = 0 :۱ مرحله

.y′(x+ 2y) = −2x− y :۲ مرحله
.y′ = −2x+y

x+2y
:۳ مرحله

. dy
dx

= −2x+y
x+2y

نتیجه:

حل شده مثال

نهایی هزینه :۱۲ مثال
.q = 5 در نهایی هزینه .C(q) = q3 − 6q2 + 15q + 100 مسئله: صورت

.C ′(q) = 3q2 − 12q + 15 :۱ مرحله
.C ′(5) = 75− 60 + 15 = 30 :۲ مرحله

.۳۰ نتیجه:

حل شده مثال

نهایی درآمد :۱۳ مثال
نهایی. درآمد و درآمد تابع .P = 200− 4Q مسئله: صورت

.R = PQ = 200Q− 4Q2 :۱ مرحله
.MR = R′ = 200− 8Q :۲ مرحله

.MR = 200− 8Q نتیجه:

۲۴۸



حل شده مثال

کشش :۱۴ مثال
.P = 25 در کشش .Q = 1000− 20P مسئله: صورت

.dQ/dP = −20 :۱ مرحله
.Q(25) = 1000− 500 = 500 :۲ مرحله

.E = −20 · 25/500 = −1 :۳ مرحله
واحد. کشش نتیجه:

حل شده مثال

قانون چند ترکیب :۱۵ مثال
.f(x) = (x2 + 1)3e2x ln x مسئله: صورت

(سەعاملͬ): ضرب قانون با :۱ مرحله

f ′ = 6x(x2 + 1)2e2x ln x+ (x2 + 1)3 · 2e2x ln x+ (x2 + 1)3e2x · 1
x

فاکتورگیری: :۲ مرحله

f ′ = (x2 + 1)2e2x
[
6x ln x+ 2(x2 + 1) ln x+

x2 + 1

x

]
آمده. بەدست مشتق نتیجه:

حل شده مثال

نهایی بهرەوری :۱۶ مثال
.L = 100 در نهایی بهرەوری .Q(L) = 50L0.7 مسئله: صورت

.Q′(L) = 35L−0.3 :۱ مرحله
.Q′(100) = 35 · (100)−0.3 ≈ 35 · 0.2512 ≈ 8.79 :۲ مرحله

.≈ 8.79 نهایی بهرەوری نتیجه:

حل شده مثال

مطلوبیت تابع مشتق :۱۷ مثال
.x = 10 در نهایی مطلوبیت .U(x) = 100 ln(x+ 1) مسئله: صورت

.U ′(x) = 100/(x+ 1) :۱ مرحله
.U ′(10) = 100/11 ≈ 9.09 :۲ مرحله

.۰۹ .۹ نهایی مطلوبیت نتیجه:

حل شده مثال

ax مشتق :۱۸ مثال
.f(x) = 5 · 2x مسئله: صورت

.f ′ = 5 · 2x ln 2 :۱ مرحله
.f ′(x) = 5 ln 2 · 2x ≈ 3.466 · 2x نتیجه:

۲۴۹



حل شده مثال
√ مشتق :۱۹ مثال

.f(x) =
√
3x+ 1 مسئله: صورت

.f ′ = 3
2
√
3x+1

:۱ مرحله
.f ′(x) = 3

2
√
3x+1

نتیجه:

حل شده مثال

مثلثاتͬ مشتق :۲۰ مثال
.f(x) = sin2(3x) مسئله: صورت

.f ′ = 2 sin(3x) · cos(3x) · 3 :۱ مرحله
.= 6 sin(3x) cos(3x) = 3 sin(6x) :۲ مرحله

.f ′(x) = 3 sin(6x) نتیجه:

رایج اشتباهات ۶ .۱۹

رایج اشتباه

توان. قانون در n در ضرب کردن فراموش :۱ اشتباه
.(xn)′ = nxn−1 پیشͽیری: راه

غلط! کاملا́ — (fg)′ = f ′g′ :۲ اشتباه
.(fg)′ = f ′g + fg′ پیشͽیری: راه

زنجیرەای. در درونͬ مشتق کردن فراموش :۳ اشتباه
.(f(g))′ = f ′(g) · g′ پیشͽیری: راه
.f ′/g′ و (f/g)′ بین اشتباه :۴ اشتباه

.(f/g)′ = (f ′g − fg′)/g2 پیشͽیری: راه
.ax در ln a مشتق کردن فراموش :۵ اشتباه

.(ax)′ = ax ln a پیشͽیری: راه
.ln f(x) مشتق در اشتباه :۶ اشتباه

.(ln f)′ = f ′/f پیشͽیری: راه
ضمنͬ. مشتق در y مشتق کردن فراموش :۷ اشتباه

بنویس. y′ دیدی، y جا هر پیشͽیری: راه
دارد). منفͬ علامت cos) مثلثاتͬ مشتق در اشتباه :۸ اشتباه

.(cos x)′ = − sin x پیشͽیری: راه
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مدیریت در کاربرد ۷ .۱۹

مدیریتͬ کاربرد

نهایی هزینه تحلیل :۱ کاربرد
اضافه. تولید برای تصمیم — MC = C ′(q)

نهایی درآمد تحلیل :۲ کاربرد
بهینه. قیمت گذاری — MR = R′(q)

نهایی بهرەوری :۳ کاربرد
بهینه. استخدام — MPL

نهایی مطلوبیت :۴ کاربرد
بودجه. بهینه تخصیص — MU

کشش :۵ کاربرد
قیمت. حساسیت تحلیل

رشد نرخ :۶ کاربرد
متغیر. نسبی رشد نرخ — y′/y

عطف نقطه :۷ کاربرد
رشد. رژیم تغییر — P ′′(q) = 0

مالͬ مدل سازی :۸ کاربرد
پیوسته. بهره فعلͬ، ارزش مشتق

ͷریس تحلیل :۹ کاربرد
نقص. احتمال تابع مشتق

پیش بینͬ :۱۰ کاربرد
رگرسیون. مدل های در مشتق

فصل خلاصه ۸ .۱۹

فرمول قانون

(xn)′ = nxn−1 توان
(cf)′ = cf ′ ضریب
(f + g)′ = f ′ + g′ جمع
(fg)′ = f ′g + fg′ ضرب
(f/g)′ = (f ′g − fg′)/g2 تقسیم
(f ◦ g)′ = f ′(g) · g′ زنجیرەای
(ax)′ = ax ln a ،(ex)′ = ex نمایی
(ln x)′ = 1/x لͽاریتمͬ
(sin x)′ = cos x مثلثاتͬ
(f−1)′(y) = 1/f ′(f−1(y)) معکوس

خودآزمایی ۹ .۱۹
سوال) ۱۵) چهارگزینەای ۱ .۹ .۱۹

:(x6)′ .۱

6x5 آ)

۲۵۱



5x6 ب)

x5 ج)

6x6 د)

:(e5x)′ .۲

e5x آ)

5e5x ب)

5xe5x ج)

e5x/5 د)

:(ln(2x))′ .۳

1/(2x) آ)

2/x ب)

1/x ج)

ln 2/x د)

:(xex)′ .۴

ex آ)

xex ب)

ex(1 + x) ج)

ex(x− 1) د)

:(sin(3x))′ .۵

cos(3x) آ)

3 cos(3x) ب)

−3 cos(3x) ج)

3 sin(3x) د)

:(
√
x2 + 1)′ .۶

1√
x2+1

آ)
x√
x2+1

ب)

2x√
x2+1

ج)
x

2
√
x2+1

د)

:(3x)′ .۷
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3x آ)

x · 3x−1 ب)

3x ln 3 ج)

3x/ ln 3 د)

:
(

x
x2+1

)′ .۸

1−x2

(x2+1)2
آ)

x2−1
(x2+1)2

ب)

1
(x2+1)2

ج)

2x
(x2+1)2

د)

:f(x) = x3 دوم مشتق .۹

3x2 آ)

6x ب)

6 ج)

x د)

:(cos(2x))′ .۱۰

sin(2x) آ)

2 sin(2x) ب)

−2 sin(2x) ج)

−2 cos(2x) د)

:(x2 ln x)′ .۱۱

2x ln x آ)

x ب)

2x ln x+ x ج)

2x ln x− x د)

:(e−x2
)′ .۱۲

e−x2 آ)

−2xe−x2 ب)

2xe−x2 ج)

−e−x2 د)

۲۵۳



:(5x4 − 2x+ 3)′ .۱۳

20x3 − 2 آ)

20x3 − 2x ب)

5x3 − 2 ج)

20x4 − 2 د)

:(ln(x2))′ .۱۴

1/x2 آ)

2/x ب)

2x ج)

1/(2x) د)

:((2x+ 1)3)′ .۱۵

3(2x+ 1)2 آ)

6(2x+ 1)2 ب)

6(2x+ 1)3 ج)

(2x+ 1)2 د)

سوال) ۸) تشریحͬ ۲ .۹ .۱۹

.f(x) = 4x5 − 3x3 + 2x− 7 مشتق .۱۶
.f(x) = (x2 + 1)(3x− 2) مشتق .۱۷

.f(x) = x2+1
x−1

مشتق .۱۸
.f(x) = e3x ln x مشتق .۱۹

.f(x) =
√
x2 + 4 مشتق .۲۰

.f(x) = x5 − 2x3 + x دوم مشتق .۲۱
.f(x) = sin(x) cos(x) مشتق .۲۲

.f(x) = lnx
x2+1

مشتق .۲۳

تشریحͬ پاسخنامه ۱۰ .۱۹
.6x5 الف) .۱

.5e5x ب) .۲
.1/x ج) .۳

.ex + xex = ex(1 + x) ج) .۴
.3 cos(3x) ب) .۵

. x√
x2+1

ب) .۶
.3x ln 3 ج) .۷

. (1)(x
2+1)−x(2x)
(x2+1)2

= 1−x2

(x2+1)2
الف) .۸

.f ′′ = 6x ،f ′ = 3x2 ب) .۹
.−2 sin(2x) ج) .۱۰

۲۵۴



.2x ln x+ x2 · 1/x = 2x ln x+ x ج) .۱۱
.−2xe−x2 ب) .۱۲

.20x3 − 2 الف) .۱۳
.2x
x2 = 2/x ب) .۱۴

.3(2x+ 1)2 · 2 = 6(2x+ 1)2 ب) .۱۵
.f ′(x) = 20x4 − 9x2 + 2 .۱۶

.f ′ = 2x(3x− 2) + (x2 + 1)(3) = 6x2 − 4x+ 3x2 + 3 = 9x2 − 4x+ 3 .۱۷
.f ′ = 2x(x−1)−(x2+1)

(x−1)2
= 2x2−2x−x2−1

(x−1)2
= x2−2x−1

(x−1)2
.۱۸

.f ′ = 3e3x ln x+ e3x · 1
x
= e3x(3 ln x+ 1/x) .۱۹

.f ′ = 2x
2
√
x2+4

= x√
x2+4

.۲۰
.f ′′ = 20x3 − 12x ،f ′ = 5x4 − 6x2 + 1 .۲۱

.f ′ = cos x · cos x+ sin x · (− sin x) = cos2 x− sin2 x = cos(2x) .۲۲
.f ′ = (1/x)(x2+1)−lnx(2x)

(x2+1)2
= (x2+1)/x−2x lnx

(x2+1)2
.۲۳

پیشنهادی منابع ۱۱ .۱۹

.۱۵ فصل مدیریت. برای پایه ریاضیات .(۱۳۹۸) م. پورکاظمͬ، ●

.۱۵ فصل مدیریت. در آن کاربرد و ریاضیات .(۱۳۹۹) م. رنجبران، ●

.۱۵ فصل عمومͬ. ریاضیات .(۱۳۹۷) م. نیͺوکار، ●

Sⅽi− Soⅽiaⅼ anⅾ Ⅼife، Ⅿanageriaⅼ، the for Ⅿatheⅿatiⅽs Appⅼieⅾ .(۲۰۱۹) T. S. Tan، ●
.۱۲ −۱۱ Ⅽh. .enⅽes

.۱۱ Ⅽh. .Business for Ⅿatheⅿatiⅽs .(۲۰۱۷) A. S. Saⅼzⅿan، ●

Ⅽh. .Finanⅽe anⅾ Business Eⅽonoⅿiⅽs، for Ⅿatheⅿatiⅽs Basiⅽ .(۲۰۱۸) E. Uⅿⅿer، ●
.۱۲

بازرسͬ ایست

توسعەیافته نسخه – ۱۵ فصل پایان
منبع ۶ | سوال ۲۳ | حل شده مثال ۲۰ | A۴ صفحه ۲۴∼ آمار:

xⅽoⅼor enuⅿiteⅿ booktabs geoⅿetry aⅿsⅿath،aⅿssyⅿb،aⅿsthⅿ [۱۲pt،a۴paper]artiⅽⅼe
xepersian hyperref tⅽoⅼorbox

ⅿargin=۲.۵ ⅽⅿ
(۱) مدیریت در آن کاربرد و ریاضیات

۱۴۰۵ مهر ۱۳ آموزشͬ معمار نفره ۵ تیم توسعەیافته) (نسخه دیفرانسیل :۱۶ فصل

مطالب فهرست
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دوبرابر) حجم – توسعەیافته (نسخه دیفرانسیل :۱۶ فصل ۲۰

چͺیده ۱ .۲۰
دیفرانسیل است؟»، چقدر تغییر «نرخ ͬ گوید م ما به مشتق اگر است. ریاضیات در تخمین و تقریب ابزار دیفرانسیل،
در دقیق. محاسبه به نیاز بدون — ͬ کند؟» م تغییر چقدر خروجͬ دهیم، تغییر کمͬ را ورودی «اگر ͬ گوید م ما به
ͬ رود. م کار به ͷکوچ تغییرات پیش بینͬ و خطا، تخمین حساسیت، تحلیل سریع، تقریب برای دیفرانسیل مدیریت،
حساسیت، تحلیل در کاربرد کل، دیفرانسیل خطͬ، تقریب مشتق، با آن رابطه دیفرانسیل، تعریف فصل، این در
با را مدیریتͬ توابع ͷکوچ تغییرات بتوانͬ نهایی: هدف ͬ آموزی. م را مدیریتͬ گسترده کاربردهای و خطا، تخمین

کنͬ. استفاده سریع تصمیم گیری برای آن از و بزنͬ تخمین دیفرانسیل

یادگیری اهداف ۲ .۲۰
مطلق. خطای نسبی، خطای خطͬ، تقریب کل، دیفرانسیل دیفرانسیل، کند: تعریف ●

خطا. تخمین مقادیر، تقریب مرکب، و ساده توابع دیفرانسیل کند: محاسبه ●

اعتبار. شرایط تقریب، دقت ،dy و ∆y بین رابطه کند: تحلیل ●

مدیریتͬ. سریع محاسبات برای خطͬ تقریب برد: بەکار ●

هزینه. پیش بینͬ سود، تغییر تخمین حساسیت، تحلیل کند: مدل سازی ●

دیفرانسیل. محدودیت های و تقریب خطای کند: ارزیابی ●

طنز مقدمه ۳ .۲۰
چقدر سرمایەگذاری فعلͬ ارزش یابد، افزایش ۱٪ .۵ به ۵٪ از بهره نرخ «اگر بداند ͬ خواهد م مالͬ مدیر ͷی کن تصور
زمان بر. کاری — کند محاسبه دوباره را فعلͬ ارزش فرمول کل باید کند، حساب دقیق بخواهد اگر ͬ کند؟» م تغییر
تغییر ضربدر مشتق برابر تقریباً فعلͬ، ارزش تغییر بزند: تخمین ثانیه چند در ͬ تواند م باشد، بلد «دیفرانسیل» اگر اما

است. بهره نرخ
تقریبی نگاه ͷی با بͽیری، اندازه را همەچیز دقیق، متر با اینکه جای به است: سریع» «خط کش مثل دیفرانسیل
باشد. دیرهنگام تصمیم و بەموقع تصمیم بین تفاوت ͬ تواند م سریع تقریب این مدیریت، در است. خبر چه ͬ فهمͬ م
آن از اشتباهاً و هستند» ͬͺی مشتق و «دیفرانسیل ͬ کنند م فکر افراد از بسیاری اینجاست: ماجرا طنزآمیز نکته
دیفرانسیل، واحد)؛ هر در واحد ۵ (مثل است تغییر» «نرخ مشتق، دارد: وجود مهمͬ تفاوت اما ͬ کنند. م استفاده
شود. اشتباه برابر ده ͬ اش پیش بین است ممͺن نداند، را تفاوت این مدیر اگر واحد). ۵ .۰ (مثل است تغییر» «مقدار

ͬ برد. م تفسیر» در «دقت به مقدار» و نرخ بین «اشتباه از را تو فصل، این

اصلͬ مفاهیم ۴ .۲۰

دیفرانسیل تعریف :۱ مفهوم ۱ .۴ .۲۰

ͬ شود: م تعریف زیر بەصورت (dy (نمایش: y دیفرانسیل باشد، مشتق پذیر f و y = f(x) اگر تعریف:

dy = f ′(x) dx

.(dx = ∆x معمولا˟ (و است x در دلخواه ͷکوچ تغییر ͷی dx که
کند. تغییر dx بەاندازه ورودی وقتͬ است تابع تقریبی» «تغییر دیفرانسیل، شهود:

واقعͬ: تغییر با تفاوت

۲۵۶



.∆y = f(x+∆x)− f(x) واقعͬ: تغییر ●

.dy = f ′(x)∆x (دیفرانسیل): تقریبی تغییر ●

.∆y ≈ dy :ͷکوچ ∆x برای نکته:
دیفرانسیل: .y = x2 ساده: مثال

dy = 2x dx

:dx = 0.1 و x = 3 اگر
dy = 2(3)(0.1) = 0.6

است. ͷنزدی بسیار ۶ .۰ تقریب .∆y = (3.1)2 − 9 = 9.61− 9 = 0.61 واقعͬ: تغییر
:dq = 1 و q = 20 اگر .C(q) = q2 + 10q + 100 هزینه تابع مدیریتͬ: مثال

dC = C ′(20) · 1 = (2(20) + 10) · 1 = 50

ͬ یابد. م افزایش واحد ۵۰ تقریباً هزینه یعنͬ

خطͬ تقریب :۲ مفهوم ۲ .۴ .۲۰

قضیه

:a به ͷنزدی x برای
f(x) ≈ f(a) + f ′(a)(x− a)

معادل: بەطور یا
f(a+∆x) ≈ f(a) + f ′(a)∆x

ͬ کنیم. م استفاده a نقطه در مماس خط از تابع، دقیق محاسبه بەجای شهود:
.
√
4.1 تقریب ساده: مثال

f(x) =
√
x, a = 4, f(a) = 2 (۲۳۸)

f ′(x) =
1

2
√
x
, f ′(4) =

1

4
(۲۳۹)

f(4.1) ≈ 2 +
1

4
(0.1) = 2.025 (۲۴۰)

.ͷنزدی بسیار تقریب .
√
4.1 ≈ 2.0248 واقعͬ: مقدار

ͬ شود؟ م زیاد چقدر تولید یابد، افزایش ۱۰۱ به ۱۰۰ از L اگر .Q(L) = 100
√
L تولید تابع مدیریتͬ: مثال

Q′(L) =
50√
L

(۲۴۱)

Q′(100) = 5 (۲۴۲)
∆Q ≈ 5× 1 = واحد5 (۲۴۳)

ͬ یابد. م افزایش واحد ۵ تقریباً تولید
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کل دیفرانسیل :۳ مفهوم ۳ .۴ .۲۰

کل: دیفرانسیل ،z = f(x, y) چندمتغیره تابع برای تعریف:

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy

.y تغییر تأثیر + x تغییر تأثیر = تابع کل تغییر شهود:
.z = x2y3 ساده: مثال

∂z

∂x
= 2xy3,

∂z

∂y
= 3x2y2 (۲۴۴)

dz = 2xy3dx+ 3x2y2dy (۲۴۵)

کند: تغییر ۲ .۱۰ به ۱۰ از y و ۱ .۵ به ۵ از x اگر .P (x, y) = 10x+ 15y − 2xy سود تابع مدیریتͬ: مثال

∂P

∂x
= 10− 2y = 10− 20 = −10 (۲۴۶)

∂P

∂y
= 15− 2x = 15− 10 = 5 (۲۴۷)

dP = (−10)(0.1) + (5)(0.2) = −1 + 1 = 0 (۲۴۸)

ͬ کند. نم تغییر تقریباً سود

حساسیت تحلیل در کاربرد :۴ مفهوم ۴ .۴ .۲۰

ͬ گذارد». م اثر خروجͬ بر چقدر پارامتر، ͷی در «تغییر که ͬ کند م بررسͬ حساسیت تحلیل تعریف:
کند: تغییر ∆x بەاندازه x و y = f(x) اگر فرمول:

∆y

y
≈ f ′(x) ·∆x

f(x)

(Eⅼastiⅽity): کشش

E =
dy/y

dx/x
=

xf ′(x)

f(x)

:∆P = 1 و P = 30 اگر .Q = 1000− 20P تقاضا مدیریتͬ: مثال

Q(30) = 400, Q′(30) = −20 (۲۴۹)
∆Q ≈ −20× 1 = −20 (۲۵۰)
∆Q

Q
≈ −20/400 = −5% (۲۵۱)

ͬ دهد. م کاهش ۵٪ را تقاضا ،(۳٪ .۳) قیمت واحدی ۱ افزایش

خطا تخمین :۵ مفهوم ۵ .۴ .۲۰

:y = f(x) خروجͬ خطای باشد، ∆x خطای دارای x اندازەگیری شده مقدار اگر تعریف:

∆y ≈ f ′(x)∆x
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نسبی: خطای
∆y

y
≈ f ′(x)

f(x)
∆x

درصدی: خطای
درصدی خطای = 100× ∆y

y

باشد: ۱٪ برابر r اندازەگیری خطای اگر .V = 4
3
πr3 کره ͷی حجم مثال:

V ′(r) = 4πr2 (۲۵۲)
∆V

V
≈ 4πr2 ·∆r

4
3
πr3

= 3 · ∆r

r
= 3% (۲۵۳)

است. شعاع خطای برابر سه حجم، خطای
سود: خطای ،P = 100Q− 2Q2 سود تابع و باشد ۵٪ تقاضا تخمین خطای اگر مدیریتͬ: مثال

∆P

P
≈ E · ∆Q

Q

تقاضاست. به نسبت سود کشش E که

dy و ∆y مقایسه :۶ مفهوم ۶ .۴ .۲۰

تفسیر تعریف مفهوم

واقعͬ تغییر f(x+∆x)− f(x) ∆y
تقریبی تغییر f ′(x)∆x dy
تقریب خطای |∆y − dy| خطا

.∆x = 0.1 ،x = 2 ،y = x3 عددی: مثال
∆y = (2.1)3 − 8 = 9.261− 8 = 1.261 (۲۵۴)
dy = 3(2)2(0.1) = 1.2 (۲۵۵)

خطا = |1.261− 1.2| = 0.061 ≈ 4.8% (۲۵۶)
کمتر. خطا کوچͷ تر، ∆x هرچه نکته:

پیچیده توابع تقریب در کاربرد :۷ مفهوم ۷ .۴ .۲۰

. 3
√
27.1 تقریب مثال:

f(x) = x1/3, a = 27, f(27) = 3 (۲۵۷)

f ′(x) =
1

3
x−2/3, f ′(27) =

1

27
(۲۵۸)

f(27.1) ≈ 3 +
1

27
(0.1) = 3 + 0.0037 = 3.0037 (۲۵۹)

.ln(1.02) تقریب مدیریتͬ: مثال
f(x) = ln x, a = 1, f(1) = 0 (۲۶۰)
f ′(1) = 1 (۲۶۱)

f(1.02) ≈ 0 + 1(0.02) = 0.02 (۲۶۲)
.ͷنزدی تقریب .ln(1.02) ≈ 0.0198 واقعͬ: مقدار

۲۵۹



رگرسیون و دیفرانسیل :۸ مفهوم ۸ .۴ .۲۰

ͬ شود: م تفسیر تقریبی مشتق بەعنوان β ضریب خطͬ، رگرسیون در کاربرد:
y ≈ α + βx ⇒ dy = β dx

ͬ دهد. م تغییر β بەاندازه را y ،x افزایش واحد هر یعنͬ
فروش: = 100 + 5× تبلیغات تبلیغات: بر فروش رگرسیون اگر مثال:

فروش∆ ≈ تبلیغات∆×5

بهینەسازی در دیفرانسیل :۹ مفهوم ۹ .۴ .۲۰

ͬ دهند: نم تغییر را تابع تقریباً x در ͷکوچ تغییرات پس ،f ′(x) ≈ 0 بهینه، نقطه ͬͺنزدی در کاربرد:
f(x∗ +∆x) ≈ f(x∗)

تغییر بدون تقریباً را سود ۵ .۱۰ به q تغییر باشد، ۱۰۰ برابر q∗ = 10 بهینه نقطه در سود اگر مدیریتͬ: مثال
است). صفر بهینه در مشتق (چون ͬ گذارد م

مرکب بهره در حساسیت تحلیل :۱۰ مفهوم ۱۰ .۴ .۲۰

:r نرخ به نسبت حساسیت .A = Pert آینده ارزش مثال:

∂A

∂r
= Ptert = tA

نسبی). (بەصورت ͬ دهد م تغییر t% حدود را آینده ارزش نرخ، در ۱٪ تغییر یعنͬ
:t = 10 ،r = 0.05 ،P = 100 عددی: مثال

A = 100e0.5 ≈ 164.87

کند: تغییر ۰۵۱ .۰ به r اگر
∆A ≈ tA ·∆r = 10× 164.87× 0.001 = 1.6487

هزینه تحلیل در کاربرد :۱۱ مفهوم ۱۱ .۴ .۲۰

تقریباً هزینه یابد، افزایش ۵۲ به ۵۰ از تولید اگر .C(q) = 0.01q3 − 0.5q2 + 100q + 5000 هزینه تابع مثال:
ͬ کند؟ م تغییر چقدر

C ′(q) = 0.03q2 − q + 100 (۲۶۳)
C ′(50) = 75− 50 + 100 = 125 (۲۶۴)

∆C ≈ 125× 2 = 250 (۲۶۵)

لͽاریتمͬ مشتق و دیفرانسیل :۱۲ مفهوم ۱۲ .۴ .۲۰

فرمول:

d(ln y) =
dy

y

است. نسبی» رشد «نرخ لͽاریتم، دیفرانسیل یعنͬ
:S = 100e0.1t فروش اگر مدیریتͬ: مثال

dS

S
= 0.1 dt

است. زمان واحد هر در ۱۰٪ فروش، نسبی رشد نرخ یعنͬ

۲۶۰



کلان اقتصاد در کاربرد :۱۳ مفهوم ۱۳ .۴ .۲۰

.Y = C + I +G+ (X −M) داخلͬ: ناخالص تولید
دیفرانسیل:

dY = dC + dI + dG+ dX − dM

یابند: افزایش واحد ۵ .۰ صادرات و واحد، ۱ سرمایەگذاری واحد، ۲ مصرف اگر مثال:

dY ≈ 2 + 1 + 0− 0 = 3

اعتبار شرط و تقریب خطای :۱۴ مفهوم ۱۴ .۴ .۲۰

باشد. «ͷکوچ کافͬ «بەقدر ∆x که است معتبر وقتͬ خطͬ تقریب اعتبار: شرط
است: O((∆x)2) مرتبه تقریب خطای خطا: معیار

∆y − dy =
f ′′(x)

2
(∆x)2 + · · ·

شود. درصد چند است ممͺن ،∆x = 1 برای ٪۱؛ از کمتر معمولا˟ خطا ،∆x = 0.1 برای نکته:

قواعد و جمع بندی :۱۵ مفهوم ۱۵ .۴ .۲۰

کاربرد دیفرانسیل تابع

چندجملەای dy = nxn−1dx y = xn

رشد dy = exdx y = ex

نسبی نرخ dy = dx/x y = ln x

نوسان dy = cos x dx y = sin x
مرکب dy = f ′(g)g′(x)dx y = f(g(x))
چندمتغیره dz = fxdx+ fydy z = f(x, y)

حل شده مثال های ۵ .۲۰

حل شده مثال

دیفرانسیل محاسبه :۱ مثال
کن. حساب dx = 0.1 ،x = 2 در و بیاب را dy .y = x3 + 2x مسئله: صورت

.dy = (3x2 + 2)dx :۱ مرحله
.dy = (12 + 2)(0.1) = 1.4 :x = 2 در :۲ مرحله

.dy = 1.4 نتیجه:

حل شده مثال

خطͬ تقریب :۲ مثال
.
√
9.1 تقریب مسئله: صورت

.f ′(9) = 1/6 ،f(9) = 3 ،a = 9 :۱ مرحله
.f(9.1) ≈ 3 + (1/6)(0.1) = 3.0167 :۲ مرحله

.≈ 3.0167 نتیجه:

۲۶۱



حل شده مثال

تقاضا حساسیت تحلیل :۳ مثال
تقاضا. تغییر ،∆P = 2 و P = 50 اگر .Q = 500− 5P مسئله: صورت

.dQ/dP = −5 :۱ مرحله
.∆Q ≈ −5× 2 = −10 :۲ مرحله

ͬ یابد. م کاهش واحد ۱۰ تقاضا نتیجه:

حل شده مثال

خطا تخمین :۴ مثال
.V خطای باشد، ۲٪ برابر s خطای اگر .V = s3 مͺعب حجم مسئله: صورت

.dV/V = 3 · ds/s = 3× 2% = 6% :۱ مرحله
.۶٪ حجم خطای نتیجه:

حل شده مثال

ln تقریب :۵ مثال
.ln(1.05) تقریب مسئله: صورت

.f ′(1) = 1 ،f(1) = 0 :۱ مرحله
.f(1.05) ≈ 0 + 1(0.05) = 0.05 :۲ مرحله

.(۰۴۸۸ .۰ (واقعͬ: ≈ 0.05 نتیجه:

حل شده مثال

کل دیفرانسیل :۶ مثال
.dy = 0.2 ،dx = 0.1 ،y = 4 ،x = 3 در dz .z = x2y مسئله: صورت

.dz = 2xy dx+ x2 dy :۱ مرحله
.= 2(3)(4)(0.1) + 9(0.2) = 2.4 + 1.8 = 4.2 :۲ مرحله

.dz = 4.2 نتیجه:

حل شده مثال

بهره در تقریب :۷ مثال
.A تغییر کند، تغییر ۰۵۵ .۰ به ۰۵ .۰ از r اگر .A = 100(1 + r)10 مسئله: صورت

.dA/dr = 100 · 10(1 + r)9 = 1000(1.05)9 ≈ 1551.3 :۱ مرحله
.∆A ≈ 1551.3× 0.005 ≈ 7.76 :۲ مرحله

.≈ 7.76 تغییر نتیجه:

حل شده مثال

نهایی هزینه :۸ مثال
هزینه. تغییر یابد، افزایش ۳۲ به ۳۰ از تولید اگر .C(q) = q2 + 20q + 500 مسئله: صورت

.C ′(30) = 80 ،C ′(q) = 2q + 20 :۱ مرحله
.∆C ≈ 80× 2 = 160 :۲ مرحله

افزایش. واحد ۱۶۰ هزینه نتیجه:

۲۶۲



حل شده مثال

مثلثاتͬ تقریب :۹ مثال
(رادیان). sin(0.1) تقریب مسئله: صورت

.f ′(0) = cos 0 = 1 ،f(0) = 0 :۱ مرحله

.sin(0.1) ≈ 0 + 1(0.1) = 0.1 :۲ مرحله
.(۰۹۹۸ .۰ (واقعͬ: ≈ 0.1 نتیجه:

حل شده مثال

سود حساسیت تحلیل :۱۰ مثال
کند. تغییر ۵۱ به ۵۰ از q اگر .P (q) = −q2 + 100q − 500 مسئله: صورت

.P ′(50) = 0 ،P ′(q) = −2q + 100 :۱ مرحله
.∆P ≈ 0× 1 = 0 :۲ مرحله

ͬ دهد. نم تغییر را سود تولید، ͷکوچ تغییر بهینه، نقطه در نتیجه:

حل شده مثال

نسبی رشد نرخ :۱۱ مثال
نسبی. رشد نرخ .S = 200e0.15t فروش مسئله: صورت

.dS/S = 0.15 dt :۱ مرحله
زمان. واحد هر در ۱۵٪ یعنͬ :۲ مرحله

.۱۵٪ نسبی رشد نرخ نتیجه:

حل شده مثال

توان تقریب :۱۲ مثال
.(1.02)10 تقریب مسئله: صورت

.f ′(1) = 10 ،f(1) = 1 ،a = 1 ،f(x) = x10 :۱ مرحله
.f(1.02) ≈ 1 + 10(0.02) = 1.2 :۲ مرحله

.(۲۱۹ .۱ (واقعͬ: ≈ 1.2 نتیجه:

حل شده مثال

سود کل دیفرانسیل :۱۳ مثال
.dx = 0.5, dy = 1 ،x = 10, y = 20 اگر .P (x, y) = 20x+ 30y − xy مسئله: صورت

.Py = 30− x = 20 ،Px = 20− y = 0 :۱ مرحله
.dP = 0(0.5) + 20(1) = 20 :۲ مرحله

.dP = 20 نتیجه:

حل شده مثال

هزینه حساسیت تحلیل :۱۴ مثال
کند. تغییر ۱۰۳ به ۱۰۰ از q اگر .C(q) = 0.1q2 + 50q + 10000 مسئله: صورت

.C ′(100) = 70 ،C ′(q) = 0.2q + 50 :۱ مرحله
.∆C ≈ 70× 3 = 210 :۲ مرحله

افزایش. واحد ۲۱۰ هزینه نتیجه:

۲۶۳



حل شده مثال

3
√
8.2 تقریب :۱۵ مثال

تقریب. مسئله: صورت
.f ′(8) = 1/12 ،f(8) = 2 :۱ مرحله

.f(8.2) ≈ 2 + (1/12)(0.2) = 2.0167 :۲ مرحله
.≈ 2.0167 نتیجه:

حل شده مثال

اندازەگیری خطای :۱۶ مثال
.A خطای ،۱٪ برابر r خطای اگر .A = πr2 دایره مساحت مسئله: صورت

.dA/A = 2 · dr/r = 2% :۱ مرحله
.۲٪ مساحت خطای نتیجه:

حل شده مثال

تولید تابع تقریب :۱۷ مثال
تولید. تغییر ،۱۰۴ به ۱۰۰ از L اگر .Q(L) = 50L0.5 مسئله: صورت

.Q′(100) = 2.5 ،Q′(L) = 25L−0.5 :۱ مرحله
.∆Q ≈ 2.5× 4 = 10 :۲ مرحله

افزایش. واحد ۱۰ نتیجه:

حل شده مثال

فعلͬ ارزش حساسیت تحلیل :۱۸ مثال
.∆r = 0.01 و r = 0.08 اگر .PV = 1000/(1 + r)5 مسئله: صورت

.PV ′(r) = −5000/(1 + r)6 :۱ مرحله
.PV ′(0.08) = −5000/(1.08)6 ≈ −3151.7 :۲ مرحله

.∆PV ≈ −3151.7× 0.01 ≈ −31.5 :۳ مرحله
کاهش. ۵ .۳۱ حدود PV نتیجه:

حل شده مثال

ln(0.98) تقریب :۱۹ مثال
تقریب. مسئله: صورت

.f ′(1) = 1 ،f(1) = 0 :۱ مرحله
.f(0.98) ≈ 0 + 1(−0.02) = −0.02 :۲ مرحله

.(−۰۲۰۲ .۰ (واقعͬ: ≈ −0.02 نتیجه:

۲۶۴



حل شده مثال

dy و ∆y مقایسه :۲۰ مثال
.∆x = 0.2 ،x = 5 ،y = x2 مسئله: صورت

.∆y = 5.22 − 25 = 2.04 :۱ مرحله
.dy = 10(0.2) = 2.0 :۲ مرحله

.(۲٪) ۰۴ .۰ خطا: :۳ مرحله
است. ͷنزدی تقریب نتیجه:

رایج اشتباهات ۶ .۲۰

رایج اشتباه

مشتق. و دیفرانسیل بین اشتباه :۱ اشتباه
تغییر. مقدار = دیفرانسیل نرخ، = مشتق پیشͽیری: راه

دیفرانسیل. فرمول در dx کردن فراموش :۲ اشتباه
.dy = f ′(x)dx پیشͽیری: راه

بزرگ. تغییرات برای دیفرانسیل از استفاده :۳ اشتباه
است. معتبر ͷکوچ ∆x برای فقط دیفرانسیل پیشͽیری: راه

چندمتغیره. توابع در دیفرانسیل کردن فراموش :۴ اشتباه
.dz = fxdx+ fydy پیشͽیری: راه

نسبی. خطای تفسیر در اشتباه :۵ اشتباه
.∆y/y = نسبی خطای پیشͽیری: راه

نزولͬ. توابع در منفͬ علامت کردن فراموش :۶ اشتباه
کن. حفظ دیفرانسیل در را مشتق علامت پیشͽیری: راه

تقریب. ۱۰۰٪ دقت فرض :۷ اشتباه
.∼ (∆x)2 خطا پیشͽیری: راه

۲۶۵



مدیریت در کاربرد ۷ .۲۰

مدیریتͬ کاربرد

حساسیت تحلیل :۱ کاربرد
سود. بر تولید یا هزینه قیمت، در ͷکوچ تغییر اثر بررسͬ

سریع تقریب :۲ کاربرد
جلسات. در (ln و √ (مثل پیچیده مقادیر سریع محاسبه

خطا تخمین :۳ کاربرد
نتایج. بر آن تأثیر و اندازەگیری خطای برآورد

نهایی تحلیل :۴ کاربرد
تولید. در ͷکوچ تغییر با سود تغییر تخمین

بهینەسازی :۵ کاربرد
بهینه. نقطه اطراف حساسیت بررسͬ

مالͬ :۶ کاربرد
بهره. نرخ تغییر با فعلͬ ارزش تغییر تخمین

تولید :۷ کاربرد
تولید. تغییر با هزینه تغییر تخمین

بازاریابی :۸ کاربرد
قیمت. تغییر با تقاضا تغییر تخمین

کلان اقتصاد :۹ کاربرد
آن. اجزای تغییر با GⅮP تغییر تخمین

سریع تصمیم گیری :۱۰ کاربرد
دقیق. محاسبه بەجای سریع تخمین جلسات، در

فصل خلاصه ۸ .۲۰

کاربرد فرمول مفهوم

تقریبی تغییر dy = f ′(x)dx دیفرانسیل
سریع محاسبه f(a+∆x) ≈ f(a) + f ′(a)∆x خطͬ تقریب
چندمتغیره dz = fxdx+ fydy کل دیفرانسیل
خطا تخمین ∆y/y ≈ (f ′/f)∆x نسبی خطای
رشد d(ln y) = dy/y نسبی رشد نرخ
حساسیت E = (xf ′)/f کشش

خودآزمایی ۹ .۲۰
سوال) ۱۵) چهارگزینەای ۱ .۹ .۲۰

:y = x4 دیفرانسیل .۱

4x3 آ)

4x3dx ب)

x4dx ج)

۲۶۶



4x4dx د)

:y = e2x دیفرانسیل .۲

e2xdx آ)

2e2xdx ب)

2xe2xdx ج)

e2x د)

:
√
16.1 تقریب .۳

۰۱۲۵ .۴ آ)

۱ .۴ ب)

۰۱ .۴ ج)

۲ .۴ د)

:y = ln x دیفرانسیل .۴

dx/x آ)

x dx ب)

ln x dx ج)

1/x د)

:dy ،dx = 0.1 ،x = 3 ،f(x) = x2 اگر .۵

۳ .۰ آ)

۶ .۰ ب)

۹ .۰ ج)

۲ .۱ د)

ضلع: در ۱٪ خطای با مͺعب حجم نسبی خطای .۶

۱٪ آ)

۲٪ ب)

۳٪ ج)

۴٪ د)

:ln(1.02) تقریب .۷

۰۲ .۰ آ)

۲ .۰ ب)

۲۶۷



۰۰۲ .۰ ج)

۰۰۰۲ .۰ د)

:z = x2y دیفرانسیل .۸

2xy dx آ)

x2 dy ب)

2xy dx+ x2 dy ج)

2x dx+ y dy د)

:∆C ≈ ،∆q = 1 ،q = 10 ،C(q) = q2 + 10q اگر .۹

۲۰ آ)

۳۰ ب)

۴۰ ج)

۵۰ د)

:sin(0.02) تقریب .۱۰

۰۲ .۰ آ)

۲ .۰ ب)

۰۰۲ .۰ ج)

۰۰۰۲ .۰ د)

شعاع: در ۲٪ خطای با دایره مساحت نسبی خطای .۱۱

۱٪ آ)

۲٪ ب)

۳٪ ج)

۴٪ د)

:y = sin(3x) دیفرانسیل .۱۲

cos(3x)dx آ)

3 cos(3x)dx ب)

−3 cos(3x)dx ج)

3 sin(3x)dx د)

نسبی: رشد نرخ ،S = 500e0.1t فروش اگر .۱۳

۱٪ آ)

۲۶۸



۵٪ ب)

۱۰٪ ج)

۵۰٪ د)

:(1.01)20 تقریب .۱۴

۱ .۱ آ)

۲ .۱ ب)

۳ .۱ ج)

۵ .۱ د)

:∆x = 0.1 ،x = 2 در dy و ∆y ،y = x2 برای .۱۵

∆y = dy آ)

∆y > dy ب)

∆y < dy ج)

نامشخص د)

سوال) ۸) تشریحͬ ۲ .۹ .۲۰

.y = x5 − 3x2 + 2x دیفرانسیل .۱۶
.
√
25.2 تقریب .۱۷

.V خطای ،۵٪ .۰ برابر s خطای و V = s3 اگر .۱۸
.x = 2, y = 3, dx = 0.1, dy = 0.2 در z = x3 + y2 کل دیفرانسیل .۱۹

.ln(1.1) تقریب .۲۰
.۲۱ به ۲۰ از q اگر سود تغییر ،P (q) = −2q2 + 80q − 200 اگر .۲۱

.y = 1
x

دیفرانسیل .۲۲
.∆r = 0.005 ،r = 0.05 در PV = 5000/(1 + r)10 حساسیت تحلیل .۲۳

تشریحͬ پاسخنامه ۱۰ .۲۰
.dy = 4x3dx ب) .۱

.dy = 2e2xdx ب) .۲
.4 + (1/8)(0.1) = 4.0125 ،f ′(16) = 1/8 ،f(16) = 4 الف) .۳

.dy = dx/x الف) .۴
.dy = 2(3)(0.1) = 0.6 ب) .۵

.dV/V = 3 · ds/s = 3% ج) .۶
.ln(1.02) ≈ 0.02 الف) .۷

.dz = 2xy dx+ x2 dy ج) .۸
.∆C ≈ 30 ،C ′(10) = 30 ب) .۹

.sin(0.02) ≈ 0.02 الف) .۱۰
.dA/A = 2 · dr/r = 4% د) .۱۱

.dy = 3 cos(3x)dx ب) .۱۲
.۱۰٪ = dS/S = 0.1dt ج) .۱۳
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.(1.01)20 ≈ 1 + 20(0.01) = 1.2 ب) .۱۴
.∆y > dy — dy = 0.4 ،∆y = 0.41 ب) .۱۵

.dy = (5x4 − 6x+ 2)dx .۱۶
.5 + 0.1(0.2) = 5.02 ،f ′(25) = 1/10 ،f(25) = 5 .۱۷

.dV/V = 3 · 0.5% = 1.5% .۱۸
.dz = 12(0.1) + 6(0.2) = 2.4 .zy = 2y = 6 ،zx = 3x2 = 12 .۱۹

.ln(1.1) ≈ 0.1 .۲۰
.∆P ≈ 0 .P ′(20) = 0 .P ′(q) = −4q + 80 .۲۱

.dy = −x−2dx = −dx/x2 ،y = x−1 .۲۲
∆PV ≈ .PV ′(0.05) ≈ −50000/1.7103 ≈ −29234 .PV ′(r) = −50000/(1 + r)11 .۲۳

.−29234× 0.005 ≈ −146.2

پیشنهادی منابع ۱۱ .۲۰

.۱۶ فصل مدیریت. برای پایه ریاضیات .(۱۳۹۸) م. پورکاظمͬ، ●

.۱۶ فصل مدیریت. در آن کاربرد و ریاضیات .(۱۳۹۹) م. رنجبران، ●

.۱۶ فصل عمومͬ. ریاضیات .(۱۳۹۷) م. نیͺوکار، ●

Sⅽi− Soⅽiaⅼ anⅾ Ⅼife، Ⅿanageriaⅼ، the for Ⅿatheⅿatiⅽs Appⅼieⅾ .(۲۰۱۹) T. S. Tan، ●
.۱۲ Ⅽh. .enⅽes

.۱۱ Ⅽh. .Business for Ⅿatheⅿatiⅽs .(۲۰۱۷) A. S. Saⅼzⅿan، ●

Ⅽh. .Finanⅽe anⅾ Business Eⅽonoⅿiⅽs، for Ⅿatheⅿatiⅽs Basiⅽ .(۲۰۱۸) E. Uⅿⅿer، ●
.۱۳

بازرسͬ ایست

توسعەیافته نسخه – ۱۶ فصل پایان
منبع ۶ | سوال ۲۳ | حل شده مثال ۲۰ | A۴ صفحه ۲۲∼ آمار:

xⅽoⅼor enuⅿiteⅿ booktabs geoⅿetry aⅿsⅿath،aⅿssyⅿb،aⅿsthⅿ [۱۲pt،a۴paper]artiⅽⅼe
xepersian hyperref tⅽoⅼorbox

ⅿargin=۲.۵ ⅽⅿ
(۱) مدیریت در آن کاربرد و ریاضیات

۱۴۰۵ مهر ۱۳ آموزشͬ معمار نفره ۵ تیم توسعەیافته) (نسخه بهینەسازی :۱۷ فصل

مطالب فهرست

۲۷۰



دوبرابر) حجم – توسعەیافته (نسخه بهینەسازی :۱۷ فصل ۲۱

چͺیده ۱ .۲۱
دارد: کار و سر است؟» چقدر مقدار «بهترین سوال با روز هر مدیر هر است. مدیریتͬ تصمیم گیری قلب بهینەسازی،
نقطه در است. سوال این به پاسخ اصلͬ ابزار مشتق تبلیغات. بهترین موجودی، بهترین تولید، بهترین قیمت، بهترین
بحرانͬ، نقطه فصل، این در ͬ کند. م تعیین را مینیمم یا ماکسیمم علامت دوم مشتق و است صفر اول مشتق بهینه،
محدودیت، با بهینەسازی مطلق، مینیمم و ماکسیمم عطف، نقطه تحدب، و تقعر دوم، مشتق آزمون اول، مشتق آزمون
مدیریتͬ بهینەسازی مسئله هر بتوانͬ نهایی: هدف ͬ آموزی. م را مدیریتͬ گسترده کاربردهای و چندمتغیره، بهینەسازی

برسͬ. تصمیم بهترین به و کنͬ حل مشتق با را

یادگیری اهداف ۲ .۲۱
تقعر، مطلق، مینیمم مطلق، ماکسیمم موضعͬ، مینیمم موضعͬ، ماکسیمم بحرانͬ، نقطه کند: تعریف ●

عطف. نقطه تحدب،

عطف. نقاط دوم، و اول مشتق آزمون بحرانͬ، نقاط کند: محاسبه ●

بهینه. نوع تعیین بحرانͬ، نقاط در تابع رفتار کند: تحلیل ●

موجودی. بهینەسازی هزینه، حداقل سازی سود، بهینەسازی برد: بەکار ●

چندمتغیره. بهینەسازی محدودیت، با بهینەسازی مسائل کند: مدل سازی ●

دوم. مرتبه کافͬ شرط بهینه، بودن موضعͬ یا مطلق کند: ارزیابی ●

طنز مقدمه ۳ .۲۱
بهینەسازی از نباشد بلد اگر شود؟» حداکثر سود تا کنم تولید واحد «چند بداند ͬ خواهد م کارخانه مدیر ͷی کن تصور
بلد مشتق اگر اما نرسد. بهینه جواب به هم انتها در و بͽذارد وقت ماهها خطا، و آزمون با است ممͺن کند، استفاده

ͬ کند. م پیدا را بهینه نقطه و ͬ گذارد م صفر را سود تابع مشتق ͬ رسد: م جواب به ثانیه چند در باشد،
بͽردی ساعتها است ممͺن بͽردی، قله دنبال نگاه، با فقط اگر است. مه» در کوه قله کردن «پیدا مثل بهینەسازی
تو به مشتق ͬ رسͬ. م اصلͬ قله به دقیقه چند در کنͬ، استفاده (مشتق) «قطب نما» از اگر اما برسͬ. اشتباهͬ قله به و

است. قله همان نقطه، آن و — است صفر شیب کجا ͬ گوید م
و ͬ شود» م زیاد تولید افزایش با همیشه «سود ͬ کنند م فکر مدیران از بسیاری اینجاست: ماجرا طنزآمیز نکته
کم بعد ͬ شود، م زیاد خاص نقطه ͷی تا است: سهمͬ معمولا˟ سود تابع اما ͬ دهند. م افزایش را تولید بی محابا
تو فصل، این کند. ضرر بیشتر، سود بەجای حد، از بیش تولید با است ممͺن نداند، را بهینه نقطه مدیر اگر ͬ شود. م

ͬ برد. م بهینه» «تصمیم گیری به شهودی» «تصمیم گیری از را

اصلͬ مفاهیم ۴ .۲۱

بحرانͬ نقطه :۱ مفهوم ۱ .۴ .۲۱

قضیه

اگر: است f تابع بحرانͬ» «نقطه ͷی x = c نقطه

یا ،f ′(c) = 0 .۱

باشد. نشده تعریف f ′(c) .۲
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ماکسیمم نامزدهای نقاط، این نشده». تعریف «شیب یا است صفر» «شیب که است جایی بحرانͬ، نقطه شهود:
هستند. مینیمم یا

کنیم. بررسͬ باید نیست. بهینه لزوماً بحرانͬ، نقطه هر مهم: نکته
:f ′(x) = 0 حل .f ′(x) = 3x2 − 3 مشتق: .f(x) = x3 − 3x ساده: مثال

3x2 = 3 ⇒ x2 = 1 ⇒ x = ±1

.x = −1 و x = 1 بحرانͬ: نقاط
:P ′(q) = 0 حل .P ′(q) = −4q + 40 مشتق: .P (q) = −2q2 + 40q − 100 سود تابع مدیریتͬ: مثال

q = 10

.q = 10 بحرانͬ: نقطه

موضعͬ مینیمم و ماکسیمم :۲ مفهوم ۲ .۴ .۲۱

اگر: دارد موضعͬ ماکسیمم c در f تابع موضعͬ: ماکسیمم تعریف

f(c) ≥ f(x) همه xبرای ͬͽهمسای در c

اگر: دارد موضعͬ مینیمم c در f تابع موضعͬ: مینیمم تعریف

f(c) ≤ f(x) همه xبرای ͬͽهمسای در c

محلͬ». «دره = موضعͬ مینیمم محلͬ»؛ «قله = موضعͬ ماکسیمم شهود:
موضعͬ. مینیمم ،x = 1 در موضعͬ؛ ماکسیمم ،x = −1 در .f(x) = x3 − 3x مثال:

مطلق مینیمم و ماکسیمم :۳ مفهوم ۳ .۴ .۲۱

اگر: دارد D مجموعه روی مطلق ماکسیمم c در f تابع مطلق: ماکسیمم تعریف

f(c) ≥ f(x) همه xبرای ∈ D

.≤ با مشابه مطلق: مینیمم تعریف
دارد. وجود مطلق مینیمم و ماکسیمم باشد، پیوسته [a, b] بسته بازه روی f اگر (EVT): قضیه

:[a, b] روی مطلق بهینه یافتن روش

بیاب. را (a, b) در بحرانͬ نقاط .۱

کن. حساب b و a مرزی نقاط و بحرانͬ نقاط در را f مقادیر .۲

مطلق. مینیمم = کوچͷ ترین مطلق؛ ماکسیمم = بزرگ ترین .۳

.[−2, 3] روی f(x) = x3 − 3x مثال:

f(−2) = −8 + 6 = −2 (۲۶۶)
f(−1) = −1 + 3 = 2 موضعͬ) (ماکسیمم (۲۶۷)
f(1) = 1− 3 = −2 موضعͬ) (مینیمم (۲۶۸)
f(3) = 27− 9 = 18 مطلق) (ماکسیمم (۲۶۹)

.f(−2) = f(1) = −2 مطلق: مینیمم f(3)؛ = 18 مطلق: ماکسیمم
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اول مشتق آزمون :۴ مفهوم ۴ .۴ .۲۱

قضیه

باشد: بحرانͬ نقطه c اگر

موضعͬ. ماکسیمم ⇒ c در کند تغییر منفͬ به مثبت از f ′ اگر ●

موضعͬ. مینیمم ⇒ c در کند تغییر مثبت به منفͬ از f ′ اگر ●

زینͬ). (نقطه مینیمم نه ماکسیمم، نه ⇒ نکند تغییر علامت f ′ اگر ●

قله پس — آمده پایین بعد و رفته بالا تابع یعنͬ باشد، منفͬ آن از بعد و مثبت نقطه از قبل شیب اگر شهود:
است.

نه x = 0 پس ͬ کند. نم تغییر علامت اما f ′(0) = 0 .x همه برای f ′(x) = 3x2 ≥ 0 .f(x) = x3 مثال:
مینیمم. نه است ماکسیمم

برای P؛ ′ > 0 :q < 10 برای .P ′(q) = −4q + 40 .P (q) = −2q2 + 40q − 100 مدیریتͬ: مثال
است. ماکسیمم q = 10 پس .P ′ < 0 :q > 10

دوم مشتق آزمون :۵ مفهوم ۵ .۴ .۲۱

قضیه

باشد: داشته وجود f ′′(c) و f ′(c) = 0 اگر

موضعͬ. ماکسیمم ⇒ f ′′(c) < 0 اگر ●

موضعͬ. مینیمم ⇒ f ′′(c) > 0 اگر ●

کن). استفاده اول مشتق (از بی نتیجه آزمون ⇒ f ′′(c) = 0 اگر ●

دارد. قله نقطه آن در تابع ،(f ′′ < 0) باشد پایین به رو تقعر اگر ͬ دهد. م نشان را «تقعر» دوم، مشتق شهود:
.f ′′(x) = 6x ،f ′(x) = 3x2 − 3 .f(x) = x3 − 3x مثال:

f ′(−1) = 0, f ′′(−1) = −6 < 0 ⇒ ماکسیمم (۲۷۰)
f ′(1) = 0, f ′′(1) = 6 > 0 ⇒ مینیمم (۲۷۱)

q = 10 پس .P ′′(q) = −4 < 0 ،P ′(q) = −4q + 40 .P (q) = −2q2 + 40q − 100 مدیریتͬ: مثال
است. ماکسیمم

تحدب و تقعر :۶ مفهوم ۶ .۴ .۲۱

.f ′′ < 0 اگر است مقعر بازەای در f تابع Ⅾown): (Ⅽonⅽave تقعر تعریف
.f ′′ > 0 اگر است محدب بازەای در f تابع Up): (Ⅽonⅽave تحدب تعریف

شهود:

(ناراحت). واژگون» «کاسه شͺل مقعر: ●

(خندان). «کاسه» شͺل محدب: ●

.f ′′(x) = 6x .f(x) = x3 مثال:
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مقعر. ⇒ f ′′ < 0 :x < 0 ●

محدب. ⇒ f ′′ > 0 :x > 0 ●

دارد. قله بهینه، نقطه در سود یعنͬ ،(P ′′ < 0) است مقعر معمولا˟ سود تابع مدیریتͬ: مثال

عطف نقطه :۷ مفهوم ۷ .۴ .۲۱

ͬ کند: م تغییر آن در تابع تقعر که نقطەای تعریف:

f ′′(c) = 0 کند تغییر تقعر و

ͬ رود. م برعکس) (یا «ناراحت» به «خندان» از تابع که است جایی عطف، نقطه شهود:
است. عطف نقطه ͬ کند، م تغییر تقعر چون .f ′′(x) = 6x = 0 ⇒ x = 0 .f(x) = x3 مثال:

به افزایشͬ» نهایی «بازده که است جایی عطف نقطه ،Q(L) = 10L2 − 0.1L3 تولید تابع در مدیریتͬ: مثال
ͬ شود. م تبدیل کاهشͬ» نهایی «بازده

سود بهینەسازی :۸ مفهوم ۸ .۴ .۲۱

که: است ماکسیمم نقطەای در سود اصل:

P ′(q) = 0 ⇒ MR = MC

و:
P ′′(q) < 0

.C(q) = 20q + 200 ،R(q) = 100q − q2 مثال:

P (q) = R− C = −q2 + 80q − 200 (۲۷۲)
P ′(q) = −2q + 80 = 0 ⇒ q = 40 (۲۷۳)
P ′′(q) = −2 < 0 ⇒ ماکسیمم (۲۷۴)
P (40) = −1600 + 3200− 200 = 1400 (۲۷۵)

هزینه حداقل سازی :۹ مفهوم ۹ .۴ .۲۱

که: است حداقل نقطەای در متوسط هزینه اصل:

AC ′(q) = 0 ⇒ MC = AC

متوسط: هزینه .C(q) = q2 + 100q + 10000 مثال:

AC(q) =
C

q
= q + 100 +

10000

q

AC ′(q) = 1− 10000

q2
= 0 ⇒ q2 = 10000 ⇒ q = 100

AC(100) = 100 + 100 + 100 = 300

درآمد بهینەسازی :۱۰ مفهوم ۱۰ .۴ .۲۱

.R = PQ = 200Q− 4Q2 درآمد .P = 200− 4Q تقاضا مثال:

R′(Q) = 200− 8Q = 0 ⇒ Q = 25

R(25) = 200(25)− 4(625) = 5000− 2500 = 2500
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(EOQ) موجودی بهینەسازی :۱۱ مفهوم ۱۱ .۴ .۲۱

نگهداری: هزینه + سفارش هزینه = کل هزینه EOQ: مدل

TC(Q) =
D

Q
S +

Q

2
H

واحد. هر نگهداری هزینه = H سفارش، هر هزینه = S سالانه، تقاضای = D که
بهینه:

Q∗ =

√
2DS

H

.H = 5 ،S = 100 ،D = 10000 مثال:

Q∗ =

√
2× 10000× 100

5
=

√
400000 ≈ 632.46

محدودیت با بهینەسازی :۱۲ مفهوم ۱۲ .۴ .۲۱

:g(x, y) = 0 محدودیت با f(x, y) بهینەسازی برای لاگرانژ: روش

L(x, y, λ) = f(x, y)− λg(x, y)

شرایط:
∂L
∂x

= 0,
∂L
∂y

= 0,
∂L
∂λ

= 0

.x+ y = 10 محدودیت با f(x, y) = xy حداکثر مثال:

L = xy − λ(x+ y − 10)

∂L
∂x

= y − λ = 0 ⇒ y = λ (۲۷۶)

∂L
∂y

= x− λ = 0 ⇒ x = λ (۲۷۷)

∂L
∂λ

= x+ y − 10 = 0 ⇒ 2x = 10 ⇒ x = 5, y = 5 (۲۷۸)

.f = 25 حداکثر

چندمتغیره بهینەسازی :۱۳ مفهوم ۱۳ .۴ .۲۱

اول: مرتبه شرایط
∂f

∂x
= 0,

∂f

∂y
= 0

هسیان: ماتریس با دوم: مرتبه شرایط

H =

(
fxx fxy
fyx fyy

)
ماکسیمم. :fxx < 0 و det(H) > 0 ●
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مینیمم. :fxx > 0 و det(H) > 0 ●

زینͬ. نقطه :det(H) < 0 ●

.f(x, y) = −x2 − y2 + 4x+ 6y مثال:

fx = −2x+ 4 = 0 ⇒ x = 2 (۲۷۹)
fy = −2y + 6 = 0 ⇒ y = 3 (۲۸۰)
fxx = −2, fyy = −2, fxy = 0 (۲۸۱)

det(H) = 4 > 0, fxx < 0 ⇒ ماکسیمم (۲۸۲)

.f(2, 3) = −4− 9 + 8 + 18 = 13 حداکثر

بهینەسازی و کشش :۱۴ مفهوم ۱۴ .۴ .۲۱

باشد: واحد کشش وقتͬ بهینه، نقطه در درآمد رابطه:

Ed = −1 ⇒ MR = 0

.P = 37.5 ،Q = 25 :MR = 0 در ...MR = 100− 4Q .Q = 100− 2P مثال:

بهینەسازی روش جمع بندی :۱۵ مفهوم ۱۵ .۴ .۲۱

بهینەسازی: مسئله حل مراحل

بنویس. را هدف تابع .۱

کن. مشخص را محدودیت ها .۲

بحرانͬ). (نقاط کن صفر را اول مشتق .۳

کن. تعیین را بهینه نوع اول، مشتق یا دوم مشتق با .۴

کن. حساب را بهینه مقدار .۵

کن. مدیریتͬ تفسیر .۶

حل شده مثال های ۵ .۲۱

حل شده مثال

ساده ماکسیمم :۱ مثال
ماکسیمم. .f(x) = −x2 + 6x+ 5 مسئله: صورت

.f ′(x) = −2x+ 6 = 0 ⇒ x = 3 :۱ مرحله
ماکسیمم. — f ′′(x) = −2 < 0 :۲ مرحله

.f(3) = −9 + 18 + 5 = 14 :۳ مرحله
.x = 3 در ۱۴ ماکسیمم نتیجه:

۲۷۶



حل شده مثال

مینیمم :۲ مثال
.f(x) = x2 − 8x+ 20 مسئله: صورت

.f ′(x) = 2x− 8 = 0 ⇒ x = 4 :۱ مرحله
مینیمم. — f ′′(x) = 2 > 0 :۲ مرحله

.f(4) = 16− 32 + 20 = 4 :۳ مرحله
.x = 4 در ۴ مینیمم نتیجه:

حل شده مثال

سود ماکسیمم :۳ مثال
.C(q) = 10q + 100 ،R(q) = 80q − 2q2 مسئله: صورت

.P (q) = −2q2 + 70q − 100 :۱ مرحله
.P ′(q) = −4q + 70 = 0 ⇒ q = 17.5 :۲ مرحله

ماکسیمم. — P ′′(q) = −4 < 0 :۳ مرحله
.P (17.5) = −612.5 + 1225− 100 = 512.5 :۴ مرحله

.q = 17.5 در ۵ .۵۱۲ سود حداکثر نتیجه:

حل شده مثال

متوسط هزینه حداقل :۴ مثال
.C(q) = 0.5q2 + 50q + 5000 مسئله: صورت

.AC(q) = 0.5q + 50 + 5000/q :۱ مرحله
.AC ′(q) = 0.5− 5000/q2 = 0 ⇒ q2 = 10000 ⇒ q = 100 :۲ مرحله

.AC(100) = 50 + 50 + 50 = 150 :۳ مرحله
.q = 100 در ۱۵۰ متوسط هزینه حداقل نتیجه:

حل شده مثال

درآمد بهینەسازی :۵ مثال
.P = 300− 3Q تقاضا مسئله: صورت
.R = PQ = 300Q− 3Q2 :۱ مرحله

.R′ = 300− 6Q = 0 ⇒ Q = 50 :۲ مرحله

.R(50) = 15000− 7500 = 7500 :۳ مرحله
.Q = 50 در ۷۵۰۰ درآمد حداکثر نتیجه:

حل شده مثال

EOQ :۶ مثال
.H = 4 ،S = 50 ،D = 20000 مسئله: صورت

.Q∗ =
√

2× 20000× 50/4 :۱ مرحله
.Q∗ =

√
500000 ≈ 707.1 :۲ مرحله

.≈ 707 بهینه سفارش اندازه نتیجه:

۲۷۷



حل شده مثال

لاگرانژ :۷ مثال
.x+ y = 6 با f = x2y حداکثر مسئله: صورت

.L = x2y − λ(x+ y − 6) :۱ مرحله
.x+ y = 6 ،x2 = λ ،2xy = λ :۲ مرحله

.2xy = x2 ⇒ 2y = x :۳ مرحله
.x = 4 ،2y + y = 6 ⇒ y = 2 :۴ مرحله

.f = 16× 2 = 32 :۵ مرحله
.۳۲ حداکثر نتیجه:

حل شده مثال

چندمتغیره بهینەسازی :۸ مثال
.f(x, y) = 10x+ 20y − x2 − y2 مسئله: صورت

.fx = 10− 2x = 0 ⇒ x = 5 :۱ مرحله
.fy = 20− 2y = 0 ⇒ y = 10 :۲ مرحله

ماکسیمم. — det(H) = 4 > 0 ،fxx = −2 < 0 :۳ مرحله
.f(5, 10) = 50 + 200− 25− 100 = 125 :۴ مرحله

.۱۲۵ ماکسیمم نتیجه:

حل شده مثال

عطف نقطه :۹ مثال
.f(x) = x3 − 6x2 + 9x مسئله: صورت

.f ′(x) = 3x2 − 12x+ 9 :۱ مرحله
.f ′′(x) = 6x− 12 = 0 ⇒ x = 2 :۲ مرحله

عطف. نقطه — ͬ کند م تغییر تقعر :۳ مرحله
.x = 2 در عطف نقطه نتیجه:

حل شده مثال

مطلق بهینه :۱۰ مثال
.[0, 4] روی f(x) = x3 − 3x2 + 4 مسئله: صورت

.f ′ = 3x2 − 6x = 3x(x− 2) = 0 ⇒ x = 0, 2 :۱ مرحله
.f(4) = 64− 48 + 4 = 20 ،f(2) = 0 ،f(0) = 4 :۲ مرحله
.x = 2 در ۰ مطلق مینیمم x؛ = 4 در ۲۰ مطلق ماکسیمم نتیجه:

۲۷۸



حل شده مثال

خطͬ تقاضای با سود :۱۱ مثال
.C = 50Q+ 1000 ،P = 500− 5Q مسئله: صورت

.R = 500Q− 5Q2 :۱ مرحله
.P (q) = −5Q2 + 450Q− 1000 :۲ مرحله

.P ′ = −10Q+ 450 = 0 ⇒ Q = 45 :۳ مرحله
.P = 500− 225 = 275 :۴ مرحله

.P (45) = −10125 + 20250− 1000 = 9125 :۵ مرحله
.9125 سود ،P = 275 ،Q = 45 نتیجه:

حل شده مثال

تبلیغات بهینەسازی :۱۲ مثال
فروش. حداکثر تبلیغات. هزینه x که S(x) = 1000 + 50x− x2 فروش مسئله: صورت

.S ′ = 50− 2x = 0 ⇒ x = 25 :۱ مرحله
.S(25) = 1000 + 1250− 625 = 1625 :۲ مرحله

.۲۵ هزینه با ۱۶۲۵ فروش حداکثر نتیجه:

حل شده مثال

هزینه حداقل :۱۳ مثال
.C(q) = q3 − 12q2 + 60q + 100 مسئله: صورت

.C ′(q) = 3q2 − 24q + 60 = 0 :۱ مرحله
ندارد. بحرانͬ نقطه — ∆ = 64− 80 < 0 ،q2 − 8q + 20 = 0 :۲ مرحله

صعودی. تابع — C ′ > 0 همیشه :۳ مرحله
.C(0) = 100 :q = 0 در مینیمم نتیجه:

حل شده مثال

بودجه محدودیت با بهینەسازی :۱۴ مثال
.2x+ y = 20 با U = xy حداکثر مسئله: صورت

.L = xy − λ(2x+ y − 20) :۱ مرحله
.x = λ ،y = 2λ :۲ مرحله

.2(2λ) + λ = 20 ⇒ 5λ = 20 ⇒ λ = 4 :۳ مرحله
.y = 8 ،x = 4 :۴ مرحله

.U = 32 :۵ مرحله
.۳۲ حداکثر نتیجه:

حل شده مثال

سەمتغیره :۱۵ مثال
.x+ y + z = 10 با f = x+ 2y + 3z مسئله: صورت

مرز. روی حداکثر — مثبت ضرایب همه :۱ مرحله
.f = 30 :x = y = 0 ،z = 10 :۲ مرحله

.۳۰ حداکثر نتیجه:

۲۷۹



حل شده مثال

متغیر دو با بهینەسازی :۱۶ مثال
.f(x, y) = −x2 − 2y2 + 4x+ 8y مسئله: صورت

.fx = −2x+ 4 = 0 ⇒ x = 2 :۱ مرحله
.fy = −4y + 8 = 0 ⇒ y = 2 :۲ مرحله

ماکسیمم. — det = 8 > 0 ،fyy = −4 < 0 ،fxx = −2 < 0 :۳ مرحله
.f(2, 2) = −4− 8 + 8 + 16 = 12 :۴ مرحله

.۱۲ ماکسیمم نتیجه:

حل شده مثال

زینͬ نقطه :۱۷ مثال
.f(x, y) = x2 − y2 مسئله: صورت
.fx = 2x = 0 ⇒ x = 0 :۱ مرحله

.fy = −2y = 0 ⇒ y = 0 :۲ مرحله
زینͬ. نقطه — det = −4 < 0 ،fyy = −2 ،fxx = 2 :۳ مرحله

زینͬ. نقطه (0, 0) نتیجه:

حل شده مثال

مالیات با بهینەسازی :۱۸ مثال
از پس سود حداکثر سود. بر ۱۰٪ مالیات .P (q) = −q2 + 100q − 500 شرکت سود مسئله: صورت

مالیات.
.0.9P (q) مالیات: از پس سود :۱ مرحله

.0.9P ′(q) = 0 ⇒ P ′(q) = 0 ⇒ q = 50 مشتق: :۲ مرحله
.P (50) = −2500 + 5000− 500 = 2000 :۳ مرحله

.0.9× 2000 = 1800 مالیات: از پس :۴ مرحله
.۱۸۰۰ مالیات از پس سود ،q = 50 نتیجه:

حل شده مثال

بهره بهینەسازی :۱۹ مثال
مینیمم. و حداکثر .[0.02, 0.10] روی A(r) = 1000(1 + r)10 مسئله: صورت

صعودی. — A′(r) = 10000(1 + r)9 > 0 :۱ مرحله
.A = 1000(1.02)10 ≈ 1219 :r = 0.02 در مینیمم :۲ مرحله

.A = 1000(1.1)10 ≈ 2593.7 :r = 0.10 در ماکسیمم :۳ مرحله
.۲۵۹۴ ماکسیمم ،۱۲۱۹ مینیمم نتیجه:

۲۸۰



حل شده مثال

ترکیبی بهینەسازی :۲۰ مثال
حداکثر. .P (x, y) = 20x+ 30y − x2 − 2y2 − xy سود تابع مسئله: صورت

.Px = 20− 2x− y = 0 :۱ مرحله

.Py = 30− 4y − x = 0 :۲ مرحله
30−4(20−2x)−x = 0 ⇒ 30−80+8x−x = جای گذاری: .y = 20−2x اول: معادله از :۳ مرحله

.0 ⇒ 7x = 50 ⇒ x = 7.14
.y = 20− 14.28 = 5.72 :۴ مرحله

.P ≈ 20(7.14)+30(5.72)− 51− 65.4− 40.8 ≈ 142.8+171.6− 157.2 = 157.2 :۵ مرحله
.≈ 157.2 حداکثر نتیجه:

رایج اشتباهات ۶ .۲۱

رایج اشتباه

بحرانͬ. نقطه هر بودن ماکسیمم فرض :۱ اشتباه
کن. تعیین را نوع اول، یا دوم مشتق با پیشͽیری: راه

دوم. مشتق آزمون کردن فراموش :۲ اشتباه
کن. حساب را f ′′(c) همیشه پیشͽیری: راه

مینیمم. و ماکسیمم بین اشتباه :۳ اشتباه
مینیمم. :f ′′ > 0 ماکسیمم؛ :f ′′ < 0 پیشͽیری: راه

مطلق. بهینه در مرزها کردن فراموش :۴ اشتباه

کن. حساب هم را مرزی مقادیر پیشͽیری: راه
هسیان. ماتریس در اشتباه :۵ اشتباه

ماکسیمم. :fxx < 0 و det(H) > 0 پیشͽیری: راه
لاگرانژ. در محدودیت کردن فراموش :۶ اشتباه

بنویس. هم را ∂L/∂λ = 0 پیشͽیری: راه
عطف. نقطه تفسیر در اشتباه :۷ اشتباه

.f ′′ = 0 فقط نه کند، تغییر باید تقعر پیشͽیری: راه

۲۸۱



مدیریت در کاربرد ۷ .۲۱

مدیریتͬ کاربرد

سود حداکثر :۱ کاربرد
بهینه. تولید تعیین — MR = MC

هزینه حداقل :۲ کاربرد
بهینه. مقیاس تعیین — MC = AC

درآمد حداکثر :۳ کاربرد
بهینه. قیمت گذاری — MR = 0

EOQ :۴ کاربرد
موجودی. مدیریت — Q∗ =

√
2DS/H

تبلیغات بهینەسازی :۵ کاربرد
تبلیغات. هزینه با فروش حداکثر

قیمت گذاری :۶ کاربرد
تقاضا. تابع با بهینه قیمت تعیین

محصول ترکیب بهینەسازی :۷ کاربرد
منابع. محدودیت با سود حداکثر

ͷریس حداقل سازی :۸ کاربرد
بازده. محدودیت با

مالͬ بهینەسازی :۹ کاربرد
(NPV). خالص فعلͬ ارزش حداکثر

کار نیروی بهینەسازی :۱۰ کاربرد
بهینه. استخدام — MPL = W/P

فصل خلاصه ۸ .۲۱

کاربرد شرط مفهوم

بهینه نامزد f ′(c) = 0 بحرانͬ نقطه
سود حداکثر f ′′(c) < 0 ماکسیمم
هزینه حداقل f ′′(c) > 0 مینیمم
تقعر تغییر f ′′(c) = 0 عطف نقطه
بهینه تولید MR = MC سود ماکسیمم
بهینه مقیاس MC = AC متوسط هزینه حداقل
موجودی Q∗ =

√
2DS/H EOQ

محدودیت با ∇f = λ∇g لاگرانژ
چندمتغیره det(H) > 0 هسیان

خودآزمایی ۹ .۲۱
سوال) ۱۵) چهارگزینەای ۱ .۹ .۲۱

:f(x) = −x2 + 4x ماکسیمم .۱

x = 1 آ)

۲۸۲



x = 2 ب)

x = 3 ج)

x = 4 د)

:f(x) = x2 − 6x+ 5 مینیمم .۲

x = 2 آ)

x = 3 ب)

x = 4 ج)

x = 5 د)

:f ′′(c) > 0 اگر .۳

ماکسیمم آ)

مینیمم ب)

عطف نقطه ج)

نامشخص د)

:P (q) = −q2 + 20q − 50 سود حداکثر .۴

۵۰ آ)

۱۰۰ ب)

۱۵۰ ج)

۲۰۰ د)

:f(x) = x2 + 4x+ 10 حداقل .۵

۲ آ)

۴ ب)

۶ ج)

۸ د)

درآمد: حداکثر .R = 100Q−Q2 .۶

۲۵۰۰ آ)

۵۰۰۰ ب)

۷۵۰۰ ج)

۱۰۰۰۰ د)

:H = 2 ،S = 40 ،D = 1000 با EOQ .۷

۲۸۳



۱۰۰ آ)

۲۰۰ ب)

۳۰۰ ج)

۴۰۰ د)

:f ′′(c) = 0 و f ′(c) = 0 اگر .۸

ماکسیمم آ)

مینیمم ب)

زینͬ یا عطف نقطه ج)

نامشخص د)

:x+ y = 8 با f(x, y) = xy حداکثر .۹

۱۲ آ)

۱۶ ب)

۲۰ ج)

۲۴ د)

:MR درآمد، بهینه نقطه در .۱۰

مثبت آ)

منفͬ ب)

صفر ج)

نامشخص د)

:AC حداقل .AC(q) = q + 100/q .۱۱

۵ آ)

۱۰ ب)

۱۵ ج)

۲۰ د)

:det(H) < 0 اگر .۱۲

ماکسیمم آ)

مینیمم ب)

زینͬ نقطه ج)

عطف نقطه د)

۲۸۴



:f(x) = −2x2 + 12x− 5 ماکسیمم .۱۳

۱۰ آ)

۱۳ ب)

۱۶ ج)

۲۰ د)

تولید: حداکثر .Q(L) = 20L− L2 تولید تابع .۱۴

۵۰ آ)

۱۰۰ ب)

۱۵۰ ج)

۲۰۰ د)

معادلات: تعداد محدودیت، با بهینەسازی در .۱۵

مشتق ها فقط آ)

محدودیت + مشتق ها ب)

محدودیت فقط ج)

هیچ کدام د)

سوال) ۸) تشریحͬ ۲ .۹ .۲۱

.f(x) = −3x2 + 18x− 10 ماکسیمم .۱۶
.C(q) = 20q + 50 ،R(q) = 100q − 2q2 سود حداکثر .۱۷

.AC(q) = 0.1q + 1000/q حداقل .۱۸
.H = 2 ،S = 80 ،D = 5000 با EOQ .۱۹
.2x+ y = 12 با f(x, y) = xy حداکثر .۲۰

.f(x, y) = −2x2 − 3y2 + 16x+ 18y ماکسیمم .۲۱
.P = 200− 2Q درآمد حداکثر .۲۲

آن ها. نوع و f(x) = x3 − 12x+ 5 بحرانͬ نقاط .۲۳

تشریحͬ پاسخنامه ۱۰ .۲۱
.f ′ = −2x+ 4 = 0 ⇒ x = 2 ب) .۱

.f ′ = 2x− 6 = 0 ⇒ x = 3 ب) .۲
مینیمم. — f ′′ > 0 ب) .۳

.P (10) = 50 ،q = 10 الف) .۴
.f(−2) = 6 ،x = −2 ج) .۵
.R = 2500 ،Q = 50 الف) .۶

.
√

2× 1000× 40/2 =
√
40000 = 200 ب) .۷

بی نتیجه. دوم آزمون ج) .۸
.f = 16 ،x = y = 4 ب) .۹

.MR = 0 ج) .۱۰

۲۸۵



.AC = 20 ،q2 = 100 ⇒ q = 10 ب) .۱۱
زینͬ. نقطه ج) .۱۲

.f = 13 ،x = 3 ب) .۱۳
.Q = 100 ،L = 10 ب) .۱۴
محدودیت. + مشتق ها ب) .۱۵

.f(3) = −27 + 54− 10 = 17 .f ′′ = −6 < 0 .f ′ = −6x+ 18 = 0 ⇒ x = 3 .۱۶
.P (20) = −800 + 1600− 50 = 750 .q = 20 .P = −2q2 + 80q − 50 .۱۷

.AC = 10 + 10 = 20 .AC ′ = 0.1− 1000/q2 = 0 ⇒ q2 = 10000 ⇒ q = 100 .۱۸
.Q∗ =

√
2× 5000× 80/2 =

√
400000 ≈ 632.46 .۱۹

.y = 6 ،x = 3 .2λ + 2λ = 12 ⇒ λ = 3 .x = λ ،y = 2λ .L = xy − λ(2x + y − 12) .۲۰
.f = 18

f(4, 3) = .fy = −6y + 18 = 0 ⇒ y = 3 .fx = −4x + 16 = 0 ⇒ x = 4 .۲۱
.−32− 27 + 64 + 54 = 59

.P = 100 .R = 5000 .Q = 50 .R = 200Q− 2Q2 .۲۲
f ′′(2) = 12 > 0 ماکسیمم؛ f ′′(−2) = −12 < 0 .f ′′ = 6x .f ′ = 3x2−12 = 0 ⇒ x = ±2 .۲۳

مینیمم.

پیشنهادی منابع ۱۱ .۲۱

.۱۷ فصل مدیریت. برای پایه ریاضیات .(۱۳۹۸) م. پورکاظمͬ، ●

.۱۷ فصل مدیریت. در آن کاربرد و ریاضیات .(۱۳۹۹) م. رنجبران، ●

.۱۷ فصل عمومͬ. ریاضیات .(۱۳۹۷) م. نیͺوکار، ●

Sⅽi− Soⅽiaⅼ anⅾ Ⅼife، Ⅿanageriaⅼ، the for Ⅿatheⅿatiⅽs Appⅼieⅾ .(۲۰۱۹) T. S. Tan، ●
.۱۳ Ⅽh. .enⅽes

.۱۲ Ⅽh. .Business for Ⅿatheⅿatiⅽs .(۲۰۱۷) A. S. Saⅼzⅿan، ●

Ⅽh. .Finanⅽe anⅾ Business Eⅽonoⅿiⅽs، for Ⅿatheⅿatiⅽs Basiⅽ .(۲۰۱۸) E. Uⅿⅿer، ●
.۱۴

بازرسͬ ایست

توسعەیافته نسخه – ۱۷ فصل پایان
منبع ۶ | سوال ۲۳ | حل شده مثال ۲۰ | A۴ صفحه ۲۴∼ آمار:

xⅽoⅼor enuⅿiteⅿ booktabs geoⅿetry aⅿsⅿath،aⅿssyⅿb،aⅿsthⅿ [۱۲pt،a۴paper]artiⅽⅼe
xepersian hyperref tⅽoⅼorbox

ⅿargin=۲.۵ ⅽⅿ
(۱) مدیریت در آن کاربرد و ریاضیات

۱۴۰۵ مهر ۱۳ آموزشͬ معمار نفره ۵ تیم توسعەیافته) (نسخه مرکب بهره و بهره :۱۸ فصل

مطالب فهرست

۲۸۶



دوبرابر) حجم – توسعەیافته (نسخه مرکب بهره و بهره :۱۸ فصل ۲۲

چͺیده ۱ .۲۲
اضافه مبلغͬ زمان، گذشت ازای در ͬ کنͬ، م سرمایەگذاری یا ͬ دهͬ م قرض پولͬ وقتͬ است. پول» «اجاره بهره،
مؤثر نرخ پیوسته، بهره مرکب، بهره ساده، بهره دقیق درک مالͬ، مدیریت در است. بهره همان که ͬ کنͬ م دریافت
ساده، بهره فصل، این در است. مالͬ تأمین و سرمایەگذاری تصمیم های تمام برای پایەای پول، زمانͬ ارزش و سالانه،
و فعلͬ، ارزش تنزیل، اسمͬ، نرخ سالانه، مؤثر نرخ پیوسته، بهره مختلف، مرکب سازی با مرکب بهره مرکب، بهره
بهترین و کنͬ حل را بهره به مربوط مالͬ مسئله هر بتوانͬ نهایی: هدف ͬ آموزی. م را مدیریتͬ گسترده کاربردهای

کنͬ. انتخاب را مالͬ تأمین یا سرمایەگذاری گزینه

یادگیری اهداف ۲ .۲۲
تنزیل، مؤثر، نرخ اسمͬ، نرخ پیوسته، بهره مرکب، بهره ساده، بهره بهره، نرخ اصل، بهره، کند: تعریف ●

فعلͬ. ارزش

سالانه. مؤثر نرخ فعلͬ، ارزش آینده، ارزش مرکب، بهره ساده، بهره کند: محاسبه ●

زمان. اثر مرکب سازی، تعداد اثر مرکب، و ساده بهره تفاوت کند: تحلیل ●

مالͬ. تصمیم گیری برای بهره فرمول های برد: بەکار ●

پروژه. ارزیابی پس انداز، وام، سرمایەگذاری، کند: مدل سازی ●

است. بهتر مالͬ تأمین یا سرمایەگذاری گزینه کدام کند: ارزیابی ●

طنز مقدمه ۳ .۲۲
و ۲۰٪ ساده بهره نرخ با علͬ ͬ کنند. م سرمایەگذاری تومان میلیون ۱۰۰ کدام هر رضا، و علͬ دوست، دو کن تصور
اصل و ͬ گیرد م بهره میلیون ۲۰ سال هر (چون دارد میلیون ۷۰۰ علͬ سال، ۳۰ از بعد .۲۰٪ مرکب بهره نرخ با رضا

رضا: اما ͬ ماند). م ثابت
100× (1.2)30 ≈ تومان23,737 میلیون

است. مرکب» بهره «معجزه همان میلیاردی، ۲۳ تفاوت این تومان! میلیارد ۷ .۲۳ حدود یعنͬ
ثابت مقدار ͷی فقط و ͬ مانͬ م نقطه همان در بدوی، هم چقدر هر است: تردمیل» روی «دویدن مثل ساده بهره
از بعدی، قدم و ͬ برد م بالاتر را تو قدم، هر است: بالا» به رو برقͬ پله روی «دویدن مثل مرکب بهره ͬ شود. م اضافه

ͬ شود. م شروع بالاتر ارتفاع
این از و ندارند» چندانͬ تفاوت مرکب و ساده «بهره ͬ کنند م فکر افراد از بسیاری اینجاست: ماجرا طنزآمیز نکته
فاصله مالͬ» امپراتوری ͷی» و معمولͬ» زندگͬ ͷی» بین ͬ تواند م تفاوت این بلندمدت، در اما ͬ شوند. م غافل تفاوت
کسب درآمد ͬ فهمد، م را آن که کسͬ است. جهان عجایب هشتمین مرکب، «بهره گفته: انیشتین آلبرت بیندازد.

ͬ برد. م اول» «گروه به دوم» «گروه از را تو فصل، این ͬ پردازد.» م هزینه ͬ فهمد، نم که کسͬ ͬ کند؛ م

اصلͬ مفاهیم ۴ .۲۲

پایه اصطلاحات و بهره تعریف :۱ مفهوم ۱ .۴ .۲۲

پرداخت مشخص زمان مدت در دیͽری، پول از استفاده ازای در که است مبلغͬ (Interest)، بهره بهره: تعریف
ͬ شود. م

پایه: اصطلاحات
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.P نماد وام، یا سرمایەگذاری اولیه مبلغ (Prinⅽipaⅼ): اصل ●

سالانه). (معمولا˟ r نماد زمان، واحد در بهره درصد Rate): (Interest بهره نرخ ●

سال). (معمولا˟ t نماد سرمایەگذاری، مدت (Tiⅿe): زمان ●

.I نماد بهره، مبلغ بهره: ●

.FV یا A نماد بهره، + اصل Vaⅼue): (Future آینده ارزش ●

.PV نماد آتͬ، مبلغ ͷی امروز ارزش Vaⅼue): (Present فعلͬ ارزش ●

پایه: رابطه
I = P · r · t

سال: ۳ برای ساده ۱۰٪ نرخ با میلیون ۱۰۰ ساده: مثال

I = 100× 0.10× 3 = میلیون30

Interest) (Siⅿpⅼe ساده بهره :۲ مفهوم ۲ .۴ .۲۲

قضیه

ساده: بهره فرمول
I = P · r · t

آینده: ارزش
A = P + I = P (1 + rt)

ͬ کنند. نم تولید جدید بهره قبلͬ، بهرەهای و ͬ شود م محاسبه اولیه اصل اساس بر فقط بهره شهود:
سال: ۵ برای ساده ۸٪ نرخ با میلیون ۵۰ ساده: مثال

I = 50× 0.08× 5 = میلیون20 (۲۸۳)
A = 50 + 20 = میلیون70 (۲۸۴)

ͬ گیرد: م سال ۲ برای ساده ۱۲٪ نرخ با میلیون ۵۰۰ مبلغ به وامͬ شرکت ͷی مدیریتͬ: مثال

I = 500× 0.12× 2 = میلیون120 (۲۸۵)
A = 500 + 120 = میلیون620 (۲۸۶)

ساده. محاسبات کوپن، بدون قرضه اوراق کوتاەمدت، وام های ساده: بهره کاربرد

Interest) (Ⅽoⅿpounⅾ مرکب بهره :۳ مفهوم ۳ .۴ .۲۲

قضیه

مرکب: بهره فرمول
A = P (1 + r)t

بهره:
I = A− P = P [(1 + r)t − 1]
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ͬ شود. م حساب هم بهره روی بهره بعد، دوره در و ͬ شود م اضافه اصل به بهره دوره، هر شهود:
ͬ نشیند. م سود» روی «سود مرکب، بهره در ساده: با تفاوت

سال: ۳ برای مرکب ۱۰٪ نرخ با میلیون ۱۰۰ ساده: مثال

A = 100(1.10)3 = 100× 1.331 = میلیون133.1 (۲۸۷)
I = میلیون33.1 (۲۸۸)

میلیون. ۱ .۳ تفاوت بود. میلیون I = 30 ساده، بهره در که حالͬ در
سال: ۲۰ از بعد شود، سرمایەگذاری میلیون ۲۰۰ اگر سالانه. مرکب ۱۵٪ با بازنشستگͬ صندوق مدیریتͬ: مثال

A = 200(1.15)20 = 200× 16.3665 ≈ میلیون3273.3 (۲۸۹)
تومان! میلیارد ۳ .۳ حدود یعنͬ

بلندمدت: در مرکب و ساده مقایسه

تفاوت (۱۰٪) مرکب (۱۰٪) ساده سال

۰۵ .۱۱ ۰۵ .۱۶۱ ۱۵۰ ۵
۳۷ .۵۹ ۳۷ .۲۵۹ ۲۰۰ ۱۰

۷۵ .۳۷۲ ۷۵ .۶۷۲ ۳۰۰ ۲۰
۹۴ .۱۳۴۴ ۹۴ .۱۷۴۴ ۴۰۰ ۳۰

۰۸ .۱۱۱۳۹ ۰۸ .۱۱۷۳۹ ۶۰۰ ۵۰

سال در چندبار مرکب سازی با مرکب بهره :۴ مفهوم ۴ .۴ .۲۲

قضیه

شود: انجام سال در بار n مرکب سازی اگر

A = P
(
1 +

r

n

)nt

ͬ نشیند). م بهره روی بهره سریع تر (چون بیشتر بهره بیشتر، مرکب سازی تعداد هرچه شهود:
خاص: حالات

n = 1 سالانه: ●

n = 2 شش ماهه: ●

n = 4 فصلͬ: ●

n = 12 ماهانه: ●

n = 365 روزانه: ●
سال: ۲ برای ۱۲٪ نرخ با میلیون ۱۰۰ مثال:

Aسالانه: = 100(1.12)2 = 125.44 (۲۹۰)
Aشش ماهه: = 100(1.06)4 = 126.25 (۲۹۱)

Aفصلͬ: = 100(1.03)8 = 126.68 (۲۹۲)
Aماهانه: = 100(1.01)24 = 126.97 (۲۹۳)
Aروزانه: = 100(1 + 0.12/365)730 ≈ 127.12 (۲۹۴)

کاهشͬ). نرخ با (اما بیشتر آینده ارزش بیشتر، مرکب سازی تعداد هرچه نتیجه:
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Ⅽoⅿpounⅾing) (Ⅽontinuous پیوسته بهره :۵ مفهوم ۵ .۴ .۲۲

قضیه

کند: میل بی نهایت به مرکب سازی تعداد وقتͬ

A = Pert

است. e ≈ 2.71828 که

حد: با اثبات
lim
n→∞

P
(
1 +

r

n

)nt

= Pert

سال: ۲ برای پیوسته ۱۲٪ نرخ با میلیون ۱۰۰ مثال:

A = 100e0.24 ≈ 100× 1.2712 = میلیون127.12

است. مرکب بهره نهایی» «حد پیوسته، بهره نکته:
ͬ کند. م استفاده پیوسته بهره از پیچیده مالͬ بازارهای در سرمایه رشد مدل سازی مدیریتͬ: مثال

(EAR) سالانه مؤثر نرخ :۶ مفهوم ۶ .۴ .۲۲

قضیه

سالانه: مؤثر نرخ

EAR =
(
1 +

r

n

)n

− 1

پیوسته: بهره برای
EAR = er − 1

مرکب سازی. اثر گرفتن نظر در با است، سال ͷی در رشد واقعͬ» «نرخ مؤثر، نرخ شهود:
ماهانه: مرکب سازی با ۱۲٪ اسمͬ نرخ مثال:

EAR = (1.01)12 − 1 ≈ 0.1268 = 12.68%

:۱۲٪ اسمͬ نرخ برای مؤثر نرخ مقایسه

EAR مرکب سازی

۰۰٪ .۱۲ سالانه
۳۶٪ .۱۲ شش ماهه
۵۵٪ .۱۲ فصلͬ
۶۸٪ .۱۲ ماهانه
۷۴٪ .۱۲ روزانه
۷۵٪ .۱۲ پیوسته

بپرسید! هم را مؤثر نرخ همیشه ͬ کنند، م اعلام اسمͬ نرخ بانک ها وقتͬ مهم: نکته
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مؤثر نرخ از اسمͬ نرخ :۷ مفهوم ۷ .۴ .۲۲

فرمول:
r = n

[
(1 + EAR)1/n − 1

]
فصلͬ: مرکب سازی و ۱۵٪ = EAR اگر مثال:

r = 4[(1.15)0.25 − 1] ≈ 4× 0.0356 = 0.1424 = 14.24%

Vaⅼue) (Present فعلͬ ارزش :۸ مفهوم ۸ .۴ .۲۲

قضیه

مرکب: بهره با فعلͬ ارزش

PV =
FV

(1 + r)t

بار: n مرکب سازی با

PV =
FV

(1 + r/n)nt

پیوسته: بهره با
PV = FV · e−rt

برسͬ». FV به آینده در تا کنͬ سرمایەگذاری باید امروز که است «مبلغͬ فعلͬ، ارزش شهود:
:۱۰٪ نرخ باشͬ، داشته میلیون ۲۰۰ سال ۵ از بعد ͬ خواهͬ م مثال:

PV =
200

(1.10)5
=

200

1.6105
≈ میلیون124.18

فعلͬ: ارزش .۱۵٪ نرخ دارد، بازده آینده سال ۱۰ در میلیون ۵۰۰ پروژه ͷی مدیریتͬ: مثال

PV =
500

(1.15)10
≈ 500

4.0456
≈ میلیون123.6

دارد. صرفه باشد، میلیون ۶ .۱۲۳ از کمتر پروژه اجرای هزینه اگر یعنͬ

(Ⅾisⅽounting) تنزیل :۹ مفهوم ۹ .۴ .۲۲

ͬ شود. م نامیده «تنزیل» آینده، ارزش از فعلͬ ارزش محاسبه فرآیند تعریف:
تنزیل: عامل

DF =
1

(1 + r)t

:۸٪ نرخ با سال ۵ برای تنزیل عامل مثال:

DF =
1

(1.08)5
≈ 0.6806
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۷۲ قاعده :۱۰ مفهوم ۱۰ .۴ .۲۲

سرمایه: شدن دوبرابر تقریبی زمان تعریف:

t2× ≈ 72

r × 100

سال. t ≈ 72/8 = 9 :۸٪ نرخ مثال:
:۸٪ نرخ با دقیق: مثال

t =
ln 2

ln 1.08
≈ 0.6931

0.0770
≈ سال9.01

۶۹ قاعده :۱۱ مفهوم ۱۱ .۴ .۲۲

پیوسته: بهره برای دقیق تر تعریف

t2× =
ln 2

r
≈ 0.693

r

تورم و بهره :۱۲ مفهوم ۱۲ .۴ .۲۲

Rate): (Reaⅼ واقعͬ بهره نرخ

(1 + rreal) =
1 + rnominal

1 + π

تقریباً: یا
rreal ≈ rnominal − π

است. تورم نرخ π که
:۱۰٪ تورم ،۱۵٪ اسمͬ نرخ مثال:

rreal ≈ 5%

سرمایەگذاری یعنͬ — است منفͬ واقعͬ نرخ باشد، ۲۵٪ تورم و ۲۰٪ نرخ با سرمایەگذاری اگر مدیریتͬ: مثال
ͬ دهد. م ضرر

پول زمانͬ ارزش :۱۳ مفهوم ۱۳ .۴ .۲۲

کنͬ). سرمایەگذاری را آن ͬ توانͬ م (چون دارد فردا تومان ͷی از بیشتری ارزش امروز، تومان ͷی اصل:
گزینه: دو بین انتخاب مثال:

امروز. میلیون ۱۰۰ A: گزینه ●

.(۱۰٪ (نرخ سال ۵ از بعد میلیون ۱۲۰ B: گزینه ●

PV (B) =
120

(1.10)5
≈ 74.51

است. بهتر A گزینه پس
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پروژه ارزیابی در کاربرد :۱۴ مفهوم ۱۴ .۴ .۲۲

(NPV): خالص فعلͬ ارزش

NPV =
n∑

t=1

CFt

(1 + r)t
− C0

تصمیم: قاعده

کن. قبول را پروژه :NPV > 0 ●

کن. رد را پروژه :NPV < 0 ●

:۱۰٪ نرخ سال، ۴ برای سالانه میلیون ۸۰ نقدی جریان میلیون، ۲۰۰ اولیه سرمایه با پروژەای مثال:

NPV =
80

1.1
+

80

1.21
+

80

1.331
+

80

1.4641
− 200 (۲۹۵)

≈ 72.73 + 66.12 + 60.11 + 54.64− 200 (۲۹۶)
= 253.6− 200 = 53.6 (۲۹۷)

است. سودآور پروژه

وام در کاربرد :۱۵ مفهوم ۱۵ .۴ .۲۲

وام: قسط

A =
P · r/n

1− (1 + r/n)−nt

سال. تعداد = t سال، در اقساط تعداد = n سالانه، نرخ = r وام، اصل = P که
ماهانه: قسط ۲۴ ،۱۸٪ نرخ میلیون، ۵۰۰ وام مثال:

A =
500× 0.015

1− (1.015)−24
≈ 7.5

0.301
≈ میلیون24.92

حل شده مثال های ۵ .۲۲

حل شده مثال

ساده بهره :۱ مثال
سال. ۴ برای ساده ۱۵٪ نرخ با میلیون ۲۰۰ مسئله: صورت

.I = 200× 0.15× 4 = 120 :۱ مرحله
.A = 200 + 120 = 320 :۲ مرحله

میلیون. ۳۲۰ آینده ارزش ،۱۲۰ بهره نتیجه:

حل شده مثال

مرکب بهره :۲ مثال
سال. ۵ برای مرکب ۱۰٪ نرخ با میلیون ۵۰ مسئله: صورت

.A = 50(1.10)5 = 50× 1.61051 = 80.53 :۱ مرحله
میلیون. ۵۳ .۸۰ نتیجه:
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حل شده مثال

ماهانه مرکب :۳ مثال
سال. ۳ برای ماهانه مرکب ۱۲٪ نرخ با میلیون ۱۰۰ مسئله: صورت

.nt = 36 ،r/n = 0.01 ،n = 12 :۱ مرحله
.A = 100(1.01)36 = 100× 1.4308 = 143.08 :۲ مرحله

میلیون. ۰۸ .۱۴۳ نتیجه:

حل شده مثال

پیوسته بهره :۴ مثال
سال. ۱۰ برای پیوسته ۸٪ نرخ با میلیون ۳۰۰ مسئله: صورت

.A = 300e0.8 = 300× 2.2255 = 667.66 :۱ مرحله
میلیون. ۶۶ .۶۶۷ نتیجه:

حل شده مثال

سالانه مؤثر نرخ :۵ مثال
EAR؟ فصلͬ. مرکب سازی با ۱۸٪ اسمͬ نرخ مسئله: صورت

.EAR = (1.045)4 − 1 :۱ مرحله
.= 1.1925− 1 = 0.1925 = 19.25% :۲ مرحله

.۲۵٪ .۱۹ نتیجه:

حل شده مثال

فعلͬ ارزش :۶ مثال
.۱۲٪ نرخ باشͬ، داشته میلیون ۵۰۰ سال ۸ از بعد ͬ خواهͬ م مسئله: صورت

.PV = 500/(1.12)8 :۱ مرحله
.(1.12)8 ≈ 2.4760 :۲ مرحله

.PV = 500/2.476 ≈ 201.94 :۳ مرحله
میلیون. ۲۰۲ حدود نتیجه:

حل شده مثال

۷۲ قاعده :۷ مثال
ͬ شود؟ م برابر دو سرمایه سال چند ،۹٪ نرخ با مسئله: صورت

سال. t ≈ 72/9 = 8 :۷۲ قاعده :۱ مرحله
.t = ln 2/ ln 1.09 ≈ 8.04 دقیق: :۲ مرحله

سال. ۸ حدود نتیجه:

حل شده مثال

واقعͬ نرخ :۸ مثال
واقعͬ. نرخ .۱۵٪ تورم ،۲۰٪ اسمͬ نرخ مسئله: صورت

.rreal = (1.20)/(1.15)− 1 ≈ 4.35% :۱ مرحله
.20− 15 = 5% تقریب: :۲ مرحله

.۳٪ .۴ حدود واقعͬ نرخ نتیجه:
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حل شده مثال

NPV :۹ مثال
.۱۰٪ نرخ سال، ۳ برای سالانه میلیون ۴۰ نقدی جریان میلیون، ۱۰۰ اولیه سرمایه با پروژەای مسئله: صورت

.PV1 = 40/1.1 = 36.36 :۱ مرحله
.PV2 = 40/1.21 = 33.06 :۲ مرحله

.PV3 = 40/1.331 = 30.05 :۳ مرحله
.NPV = 99.47− 100 = −0.53 :۴ مرحله

کن. رد را پروژه — منفͬ NPV نتیجه:

حل شده مثال

وام قسط :۱۰ مثال
ماهانه. قسط ۱۲ ،۲۴٪ نرخ میلیون، ۳۰۰ وام مسئله: صورت

.nt = 12 ،r/n = 0.02 :۱ مرحله
.A = 300×0.02

1−(1.02)−12 :۲ مرحله
.(1.02)12 ≈ 1.2682 :۳ مرحله

.A = 6/(1− 0.7885) = 6/0.2115 ≈ 28.37 :۴ مرحله
میلیون. ۳۷ .۲۸ ≈ ماهانه قسط نتیجه:

حل شده مثال

بانک دو مقایسه :۱۱ مثال
بهتر؟ کدام شش ماهه. ۱۶٪ نرخ B بانک ماهانه، ۱۵٪ نرخ A بانک مسئله: صورت

.EARA = (1.0125)12 − 1 ≈ 0.1608 = 16.08% :۱ مرحله
.EARB = (1.08)2 − 1 = 0.1664 = 16.64% :۲ مرحله

بالاتر). مؤثر (نرخ است بهتر B بانک نتیجه:

حل شده مثال

هدف به رسیدن زمان :۱۲ مثال
برسد؟ میلیون ۳۰۰ به میلیون ۱۰۰ ͬ کشد م طول چقدر ،۱۰٪ نرخ با مسئله: صورت

.3 = (1.10)t ⇒ t = ln 3/ ln 1.10 :۱ مرحله
.t = 1.0986/0.0953 ≈ 11.53 :۲ مرحله

سال. ۵ .۱۱ حدود نتیجه:

حل شده مثال

لازم نرخ :۱۳ مثال
لازم؟ نرخ برسد. میلیون ۲۵۰ به سال ۱۰ در میلیون ۱۰۰ ͬ خواهͬ م مسئله: صورت

.2.5 = (1 + r)10 ⇒ 1 + r = (2.5)0.1 :۱ مرحله
.(2.5)0.1 ≈ 1.096 :۲ مرحله

.۶٪ .۹ ≈ لازم نرخ نتیجه:

۲۹۵



حل شده مثال

فعلͬ ارزش و پیوسته بهره :۱۴ مثال
فعلͬ؟ ارزش پیوسته. ۶٪ نرخ آینده، سال ۵ در میلیون ۱۰۰۰ مسئله: صورت

.PV = 1000e−0.30 :۱ مرحله
.e−0.30 ≈ 0.7408 :۲ مرحله

میلیون. PV ≈ 740.8 نتیجه:

حل شده مثال

روزانه مرکب سازی :۱۵ مثال
سال. ۱ برای روزانه ۱۰٪ نرخ با میلیون ۱۰۰ مسئله: صورت

.r/n = 0.10/365 ≈ 0.000274 ،n = 365 :۱ مرحله
.A = 100(1.000274)365 ≈ 110.52 :۲ مرحله

میلیون. ۵۲ .۱۱۰ نتیجه:

حل شده مثال

مرکب سازی اثر :۱۶ مثال
پیوسته. ماهانه، سالانه، مقایسه سال. ۱۰ برای ۸٪ نرخ با میلیون ۵۰ مسئله: صورت

.50(1.08)10 ≈ 107.95 سالانه: :۱ مرحله
.50(1.00667)120 ≈ 111.10 ماهانه: :۲ مرحله

.50e0.8 ≈ 111.28 پیوسته: :۳ مرحله
.۳٪ حدود تفاوت ها نتیجه:

حل شده مثال

پروژه انتخاب :۱۷ مثال
سال. ۵ در ۱۸۰ بازده ،۱۰۰ سرمایه B: پروژه سال. ۳ در ۱۵۰ بازده ،۱۰۰ سرمایه A: پروژه مسئله: صورت

.۱۰٪ نرخ
.NPVA = 150/(1.10)3 − 100 = 112.70− 100 = 12.70 :۱ مرحله
.NPVB = 180/(1.10)5 − 100 = 111.77− 100 = 11.77 :۲ مرحله

بهتر. کمͬ A پروژه نتیجه:

حل شده مثال

وام بازپرداخت :۱۸ مثال
ͬ کشد؟ م طول ماه چند میلیون. ۵ ماهانه پرداخت ،۱۸٪ نرخ با میلیون ۲۰۰ وام مسئله: صورت

.n = − ln(1− Pr/A)/ ln(1 + r) :۱ مرحله
.Pr/A = 200× 0.015/5 = 0.6 :۲ مرحله

.n = − ln(0.4)/ ln(1.015) ≈ 0.9163/0.01489 ≈ 61.5 :۳ مرحله
ماه. ۶۲ حدود نتیجه:

۲۹۶



حل شده مثال

ماهانه سرمایەگذاری :۱۹ مثال
آینده؟ ارزش سال. ۲۰ ،۱۲٪ نرخ ͬ کنͬ، م سرمایەگذاری میلیون ۱ ماه هر مسئله: صورت

.A = 1× (1.01)240−1
0.01

:۱ مرحله
.(1.01)240 ≈ 10.8926 :۲ مرحله

میلیون. A = 989.26 :۳ مرحله
میلیارد). ͷی (تقریباً میلیون ۹۸۹ حدود نتیجه:

حل شده مثال

اقساط و یͺجا پرداخت مقایسه :۲۰ مثال
.۱۵٪ نرخ با میلیونͬ ۴۰ قسط ۲۴ یا میلیون ۸۰۰ یͺجا پرداخت مسئله: صورت

.PV = 40× 1−(1.0125)−24

0.0125
:۱ مرحله

.(1.0125)24 ≈ 1.3474 :۲ مرحله
.PV = 40× (1− 0.7422)/0.0125 = 40× 20.624 = 824.96 :۳ مرحله

.(۸۰۰ < ۸۲۵) یͺجا پرداخت از گران تر اقساط نتیجه:

رایج اشتباهات ۶ .۲۲

رایج اشتباه

مرکب. و ساده بهره بین اشتباه :۱ اشتباه
.A = P (1 + r)t مرکب: I؛ = Prt ساده: بهره پیشͽیری: راه

مرکب سازی. تعداد بر نرخ تقسیم کردن فراموش :۲ اشتباه
.nt و r/n پیشͽیری: راه

مؤثر. و اسمͬ نرخ بین اشتباه :۳ اشتباه
واقعͬ. = مؤثر اعلامͬ؛ = اسمͬ نرخ پیشͽیری: راه

تبدیل. بدون ماهانه دورەهای در سالانه نرخ از استفاده :۴ اشتباه
.۱۲ ̸ سالانه نرخ = ماهانه نرخ پیشͽیری: راه

فعلͬ. ارزش در توان در منفͬ علامت کردن فراموش :۵ اشتباه
.PV = FV (1 + r)−t پیشͽیری: راه

اعشار. به درصد تبدیل در اشتباه :۶ اشتباه
.۱۲ .۰ = ۱۲٪ پیشͽیری: راه

بلندمدت. محاسبات در تورم کردن فراموش :۷ اشتباه
تورم. منهای اسمͬ نرخ = واقعͬ نرخ پیشͽیری: راه

وام. قسط فرمول در اشتباه :۸ اشتباه
.A = Pr

1−(1+r)−n پیشͽیری: راه
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مدیریت در کاربرد ۷ .۲۲

مدیریتͬ کاربرد

سرمایەگذاری ارزیابی :۱ کاربرد
پروژه. انتخاب برای IRR و NPV

وام قسط تعیین :۲ کاربرد
بانکͬ. وام های ماهانه قسط محاسبه
بازنشستگͬ برنامەریزی :۳ کاربرد

بازنشستگͬ. برای لازم سرمایه محاسبه
سرمایەای بودجەبندی :۴ کاربرد

NPV. با پروژەها بین انتخاب
خرید یا اجاره تحلیل :۵ کاربرد

خرید. با اجاره فعلͬ ارزش مقایسه
بدهͬ مدیریت :۶ کاربرد

وام. بازپرداخت زمان محاسبه
پس انداز برنامەریزی :۷ کاربرد

هدف. به رسیدن برای ماهانه مبلغ محاسبه
مؤثر نرخ تحلیل :۸ کاربرد

بانک ها. پیشنهادهای مقایسه
قرضه اوراق قیمت گذاری :۹ کاربرد
آینده. نقدی جریان های فعلͬ ارزش

ͷریس مدیریت :۱۰ کاربرد
بهره. نرخ به پروژه حساسیت ارزیابی

فصل خلاصه ۸ .۲۲

کاربرد فرمول مفهوم

کوتاەمدت وام I = Prt ساده بهره
سرمایەگذاری A = P (1 + r)t مرکب بهره
بانکداری A = P (1 + r/n)nt بار n مرکب
پیشرفته مالͬ A = Pert پیوسته
مقایسه EAR = (1 + r/n)n − 1 مؤثر نرخ
ارزیابی PV = FV (1 + r)−t فعلͬ ارزش
پروژه

∑
CFt(1 + r)−t − C0 NPV

بازپرداخت A = Pr
1−(1+r)−n وام قسط

تخمین t ≈ 72/(r × 100) ۷۲ قاعده
تورم rreal ≈ r − π واقعͬ نرخ

خودآزمایی ۹ .۲۲
سوال) ۱۵) چهارگزینەای ۱ .۹ .۲۲

سال: ۳ برای ۱۰٪ نرخ با میلیون ۱۰۰ ساده بهره .۱
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۲۰ آ)

۳۰ ب)

۴۰ ج)

۵۰ د)

سال: ۲ برای مرکب ۱۰٪ نرخ با میلیون ۱۰۰ آینده ارزش .۲

۱۲۰ آ)

۱۲۱ ب)

۱۲۲ ج)

۱۲۵ د)

سال: ۵ برای ساده ۸٪ نرخ با میلیون ۵۰ .۳

۶۰ آ)

۷۰ ب)

۷۵ ج)

۸۰ د)

ماهانه: ۱۲٪ نرخ برای EAR .۴

۱۲٪ آ)

۳۶٪ .۱۲ ب)

۶۸٪ .۱۲ ج)

۱۳٪ د)

تقریباً: A = 100e0.1×5 .۵

۱۵۰ آ)

۱۶۰ ب)

۱۶۵ ج)

۱۷۰ د)

:۱۰٪ نرخ سال، ۵ در میلیون ۲۰۰ برای PV .۶

۱۰۰ آ)

۱۲۴ ب)

۱۴۰ ج)

۱۵۰ د)
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:۶٪ نرخ با ۷۲ قاعده .۷

سال ۸ آ)

سال ۱۰ ب)

سال ۱۲ ج)

سال ۱۴ د)

:۱۲٪ تورم و ۱۸٪ اسمͬ با واقعͬ نرخ .۸

۴٪ آ)

۵٪ ب)

۶٪ ج)

۳۰٪ د)

سال: ۲ برای فصلͬ ۱۲٪ نرخ با میلیون ۱۰۰ .۹

۱۲۴ آ)

۱۲۵ ب)

۶۸ .۱۲۶ ج)

۱۳۰ د)

(دقیق): ۹٪ نرخ با شدن دوبرابر زمان .۱۰

سال ۵ .۷ آ)

سال ۸ ب)

سال ۵ .۸ ج)

سال ۹ د)

:۵٪ اسمͬ نرخ و ۸٪ تورم اگر واقعͬ نرخ .۱۱

۳٪ آ)

۱۳٪ ب)

− ج)

−. د)

تقریباً: PV = e−0.05×10 .۱۲

۲۵۰ آ)

۳۰۰ ب)

۳ .۳۰۳ ج)
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۳۵۰ د)

سال: ۳ برای ساده ۵٪ نرخ با میلیون ۲۰۰ .۱۳

۲۱۵ آ)

۲۲۰ ب)

۲۳۰ ج)

۲۴۰ د)

ماهانه: با EAR=۱۰٪ برای اسمͬ نرخ .۱۴

۵۷٪ .۹ آ)

۱۰٪ ب)

۵٪ .۱۰ ج)

۱۱٪ د)

تقریبی: نرخ برسد، ۴۰۰ به سال ۱۵ در میلیون ۱۰۰ اگر .۱۵

۵٪ .۶ آ)

۶۸٪ .۹ ب)

۱۲٪ ج)

۱۵٪ د)

سوال) ۸) تشریحͬ ۲ .۹ .۲۲

سال. ۵ برای ساده ۱۲٪ نرخ با میلیون ۳۰۰ .۱۶
سال. ۸ برای مرکب ۱۰٪ نرخ با میلیون ۲۰۰ .۱۷

شش ماهه. ۲۴٪ نرخ برای EAR .۱۸
.۸٪ نرخ سال، ۱۰ در میلیون ۱۰۰۰ برای PV .۱۹
سال. ۱۵ برای پیوسته ۶٪ نرخ با میلیون ۵۰۰ .۲۰

.۱۰٪ نرخ سال، ۵ برای سالانه ۱۵۰ جریان ،۵۰۰ سرمایه با پروژه NPV .۲۱
ماهانه. قسط ۳۶ ،۲۴٪ نرخ میلیون، ۱۰۰۰ وام قسط .۲۲

(دقیق). ۱۸٪ نرخ با شدن دوبرابر زمان .۲۳

تشریحͬ پاسخنامه ۱۰ .۲۲
.I = 100× 0.10× 3 = 30 ب) .۱
.A = 100(1.1)2 = 121 ب) .۲

.A = 50 + 50× 0.08× 5 = 70 ب) .۳
.EAR = (1.01)12 − 1 = 12.68% ج) .۴

.A ≈ 164.87 ،e0.5 ≈ 1.6487 ج) .۵
.200/(1.1)5 ≈ 124.18 ب) .۶

.72/6 = 12 ج) .۷
.(1.18/1.12)− 1 = 5.36% دقیق: یا ≈ 18− 12 = 6% ب) .۸
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.A = 100(1.03)8 ≈ 126.68 ج) .۹
.ln 2/ ln 1.09 ≈ 8.04 ب) .۱۰

.(1.05/1.08)− 1 ≈ −2.78% د) .۱۱
.500× e−0.5 ≈ 500× 0.6065 ≈ 303.3 ج) .۱۲

.A = 230 ،I = 200× 0.05× 3 = 30 ج) .۱۳
.r = 12[(1.10)1/12 − 1] ≈ 9.57% الف) .۱۴

.r = (4)1/15 − 1 ≈ 0.0968 = 9.68% ب) .۱۵
.A = 480 .I = 300× 0.12× 5 = 180 .۱۶

.A = 200(1.1)8 = 200× 2.1436 = 428.72 .۱۷
.EAR = (1.12)2 − 1 = 0.2544 = 25.44% .۱۸

.PV = 1000/(1.08)10 = 1000/2.1589 ≈ 463.19 .۱۹
.A = 500e0.9 = 500× 2.4596 = 1229.8 .۲۰

.NPV = 568.62− 500 = 68.62 .
∑5

t=1 150/(1.1)
t = 150× 3.7908 ≈ 568.62 .۲۱

.A = 20/0.5098 ≈ 39.23 .(1.02)36 ≈ 2.0399 .A = 1000×0.02
1−(1.02)−36 .۲۲

سال. t = ln 2/ ln 1.18 = 0.6931/0.1655 ≈ 4.19 .۲۳

پیشنهادی منابع ۱۱ .۲۲

.۱۸ فصل مدیریت. برای پایه ریاضیات .(۱۳۹۸) م. پورکاظمͬ، ●

.۱۸ فصل مدیریت. در آن کاربرد و ریاضیات .(۱۳۹۹) م. رنجبران، ●

.۱۸ فصل عمومͬ. ریاضیات .(۱۳۹۷) م. نیͺوکار، ●

Sⅽi− Soⅽiaⅼ anⅾ Ⅼife، Ⅿanageriaⅼ، the for Ⅿatheⅿatiⅽs Appⅼieⅾ .(۲۰۱۹) T. S. Tan، ●
.۵ Ⅽh. .enⅽes

.۱۳ Ⅽh. .Business for Ⅿatheⅿatiⅽs .(۲۰۱۷) A. S. Saⅼzⅿan، ●

Ⅽh. .Finanⅽe anⅾ Business Eⅽonoⅿiⅽs، for Ⅿatheⅿatiⅽs Basiⅽ .(۲۰۱۸) E. Uⅿⅿer، ●
.۱۵

بازرسͬ ایست

توسعەیافته نسخه – ۱۸ فصل پایان
منبع ۶ | سوال ۲۳ | حل شده مثال ۲۰ | A۴ صفحه ۲۴∼ آمار:

xⅽoⅼor enuⅿiteⅿ booktabs geoⅿetry aⅿsⅿath،aⅿssyⅿb،aⅿsthⅿ [۱۲pt،a۴paper]artiⅽⅼe
xepersian hyperref tⅽoⅼorbox

ⅿargin=۲.۵ ⅽⅿ
(۱) مدیریت در آن کاربرد و ریاضیات

۱۴۰۵ مهر ۱۳ آموزشͬ معمار نفره ۵ تیم توسعەیافته) (نسخه مالͬ برنامەریزی و اقساط :۱۹ فصل

مطالب فهرست
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دوبرابر) حجم – توسعەیافته (نسخه مالͬ برنامەریزی و اقساط :۱۹ فصل ۲۳

چͺیده ۱ .۲۳
نقدی «جریان های قالب در را مفاهیم این ͬ خواهیم م حالا شدی. آشنا پیوسته و مرکب ساده، بهره با قبل فصل در
خودرو، وام مسͺن، وام هستند: مالͬ برنامەریزی فقرات ستون اقساط، ببریم. کار به — اقساط یعنͬ — دورەای»
اقساط فعلͬ ارزش فصل، این در خانه. خرید برای ماهانه پس انداز حتͬ و بازنشستگͬ، صندوق عمر، بیمه لیزینگ،
اقساط Funⅾ)، (Sinking ذخیره صندوق استهلاک، جدول (PⅯT)، وام قسط (FV)، اقساط آینده ارزش (PV)،
گسترده کاربردهای و (IRR)، داخلͬ بازده نرخ (Perpetuity)، بی نهایت اقساط پس پرداخت، و پیش پرداخت
بهترین و کنͬ حل اقساط فرمول های با را مالͬ برنامەریزی مسئله هر بتوانͬ نهایی: هدف ͬ آموزی. م را مدیریتͬ

بͽیر. را مالͬ تصمیم

یادگیری اهداف ۲ .۲۳
استهلاک، جدول قسط، اقساط، آینده ارزش اقساط، فعلͬ ارزش نقدی، جریان اقساط، کند: تعریف ●

IRR. بی نهایت، اقساط ذخیره، صندوق

استهلاک. جدول بهره، نرخ اقساط، تعداد وام، قسط اقساط، FV اقساط، PV کند: محاسبه ●

نرخ. اثر پیش پرداخت، اثر پس پرداخت، و پیش پرداخت اقساط تفاوت کند: تحلیل ●

مالͬ. تصمیم گیری برای اقساط فرمول های برد: بەکار ●

لیزینگ. اجاره، بازنشستگͬ، پس انداز، وام، کند: مدل سازی ●

نقدی). خرید اجاره، (وام، است بهتر مالͬ گزینه کدام کند: ارزیابی ●

طنز مقدمه ۳ .۲۳
نرخ با ساله ۲۰ را بقیه بده، پیش پرداخت ۲۰٪» ͬ گوید: م بانک بخری. تومانͬ میلیارد ۵ خانەای ͬ خواهͬ م کن تصور
حساب را اقساط فرمول نباشͬ بلد اگر ͬ شود؟ م چقدر ماهانەات قسط است: این سوال حالا بده.» قسط ماهانه ۱۸٪
۵۸ حدود ماهانه قسط که است این واقعیت که حالͬ در — ͬ شود» م قسط میلیارد ۱» کنͬ فکر است ممͺن کنͬ،

است. اقساط فرمول های قدرت همان تفاوت، این ͬ شود! م تومان میلیون
ͬ کنͬ. م تقسیم ͷکوچ قطعات به را آن بدهͬ، کلانͬ پول یͷ باره اینکه جای به هستند: قسطن» «خرید مثل اقساط
اینجاست ͬ شود. م اضافه آن ها به هم بهره چون — ͬ شوند م یͺجا پول از بیشتر مجموع در ،ͷکوچ قطعات این اما

ͬ پردازی. م چقدر دقیقاً بدانͬ تا ͬ آیند م ͷکم به اقساط فرمول های که
بهره از و ماەها» تعداد بر قیمت تقسیم یعنͬ «قسط ͬ کنند م فکر افراد از بسیاری اینجاست: ماجرا طنزآمیز نکته
نرخ با اما است. میلیون ۲۰ ماهانه قسط ͬ کنند م فکر قسط، سال ۲۰ و باشد میلیارد ۵ خانه اگر مثلا́ ͬ شوند. م غافل
مالͬ «تفکر به سادەلوحانه» «تفکر از را تو فصل، این برابر! سه یعنͬ — ͬ شود م میلیون ۵۸ حدود واقعͬ قسط ،۱۸٪

ͬ برد. م دقیق»

اصلͬ مفاهیم ۴ .۲۳

پایه اصطلاحات و اقساط تعریف :۱ مفهوم ۱ .۴ .۲۳

ͬ شوند. م انجام مساوی زمانͬ فواصل در که مساوی پرداخت های از مجموعەای اقساط: تعریف
اقساط: انواع

دوره. هر پایان در پرداخت Annuity): (Orⅾinary پس پرداخت اقساط ●

۳۰۳



دوره. هر ابتدای در پرداخت Ⅾue): (Annuity پیش پرداخت اقساط ●

پایه: اصطلاحات

قسط. هر مبلغ PⅯT: ●

اقساط. تعداد :n ●

دوره. هر در بهره نرخ :r ●

اقساط. فعلͬ ارزش PV: ●

اقساط. آینده ارزش FV: ●

ͬ رسد. م پرداخت واگن ͷی دوره، هر است: پرداخت» «قطار مثل اقساط شهود:
تجهیزات. لیزینگ ماهانه، پس انداز عمر، بیمه خودرو، وام مسͺن، وام مدیریتͬ: مثال

پس پرداخت اقساط فعلͬ ارزش :۲ مفهوم ۲ .۴ .۲۳

قضیه

پس پرداخت: اقساط فعلͬ ارزش

PV = PMT · 1− (1 + r)−n

r

(PVIFA): اقساط فعلͬ ارزش ضریب

PV IFA(r, n) =
1− (1 + r)−n

r

است. آینده اقساط همه فعلͬ ارزش مجموع فعلͬ، ارزش شهود:
.PMT (1 + r)−n n⁃ام: ،... ،PMT (1 + r)−2 دوم: ،PMT (1 + r)−1 اول: قسط فعلͬ ارزش اثبات:

است: (1 + r)−1 نسبت و a1 = PMT (1 + r)−1 با هندسͬ دنباله ͷی این ها جمع

PV = PMT · (1 + r)−1[1− (1 + r)−n]

1− (1 + r)−1
= PMT · 1− (1 + r)−n

r

ماهانه: قسط قسط. ۱۲ ماهانه، ۱٪ نرخ میلیون، ۱۰۰ وام ساده: مثال

PMT =
100× 0.01

1− (1.01)−12
=

1

1− 0.8874
=

1

0.1126
≈ میلیون8.88

قسط: ۶۰ ماهانه، ۵٪ .۱ نرخ میلیون، ۵۰۰ وام مدیریتͬ: مثال

PMT =
500× 0.015

1− (1.015)−60
≈ 7.5

1− 0.4093
≈ 7.5

0.5907
≈ میلیون12.70
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پس پرداخت اقساط آینده ارزش :۳ مفهوم ۳ .۴ .۲۳

قضیه

پس پرداخت: اقساط آینده ارزش

FV = PMT · (1 + r)n − 1

r

(FVIFA): اقساط آینده ارزش ضریب

FV IFA(r, n) =
(1 + r)n − 1

r

است. دوره پایان در اقساط همه آینده ارزش مجموع آینده، ارزش شهود:
،PMT (1+ r)n−2 دوره: n− 2 دوم قسط ،PMT (1+ r)n−1 ͬ گیرد: م بهره دوره n− 1 اول قسط اثبات:

جمع: .PMT آخر: قسط ،...

FV = PMT · (1 + r)n − 1

r

ماه: ۱۲ ماهانه، ۱٪ نرخ پس انداز، میلیون ۵ ماه هر ساده: مثال

FV = 5 · (1.01)
12 − 1

0.01
= 5 · 0.1268

0.01
= 5× 12.68 = میلیون63.41

ماه): ۳۶۰) سال ۳۰ ماهانه، ۸٪ .۰ نرخ میلیون، ۳ ماهانه بازنشستگͬ پس انداز مدیریتͬ: مثال

FV = 3 · (1.008)
360 − 1

0.008
≈ 3× 2248.6 ≈ میلیون6745.8

تومان! میلیارد ۷ .۶ حدود یعنͬ

(PⅯT) وام قسط :۴ مفهوم ۴ .۴ .۲۳

قضیه

وام: قسط فرمول

PMT =
PV · r

1− (1 + r)−n

اقساط. تعداد = n دوره، هر نرخ = r وام، مبلغ = PV که

شود. وام مبلغ برابر ͬ اش فعل ارزش شود، پرداخت بار n اگر که است مبلغͬ قسط، شهود:
قسط: ۲۴ ماهانه، ۲٪ نرخ میلیون، ۲۰۰ وام ساده: مثال

PMT =
200× 0.02

1− (1.02)−24
≈ 4

1− 0.6217
≈ 4

0.3783
≈ میلیون10.57

قسط: ۱۲۰ ،۵٪ .۱ نرخ میلیارد)، ۱) میلیون ۱۰۰۰ وام مدیریتͬ: مثال

PMT =
1000× 0.015

1− (1.015)−120
≈ 15

1− 0.1670
≈ 15

0.8330
≈ میلیون18.01
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Ⅾue) (Annuity پیش پرداخت اقساط :۵ مفهوم ۵ .۴ .۲۳

قضیه

پیش پرداخت: اقساط فعلͬ ارزش

PVdue = PMT · 1− (1 + r)−n

r
· (1 + r)

آینده: ارزش

FVdue = PMT · (1 + r)n − 1

r
· (1 + r)

ͬ شود. م اضافه قسط هر به بیشتر بهره دوره ͷی پیش پرداخت، اقساط در شهود:
رابطه:

PVdue = PVordinary × (1 + r)

پیش پرداخت: قسط ۱۲ ،۱٪ نرخ میلیون، ۱۰۰ وام همان مثال:

PMTdue =
100× 0.01

1− (1.01)−12
× 1

1.01
≈ میلیون8.79

ماه) (پایان پس پرداخت اجاره از گران تر فعلͬ، ارزش نظر از ماه) هر (ابتدای پیش پرداخت اجاره مدیریتͬ: مثال
است.

وام استهلاک جدول :۶ مفهوم ۶ .۴ .۲۳

ͬ شود. م پرداخت وام اصل به مقدار چه و بهره به مقدار چه قسط، هر در ͬ دهد م نشان که جدولͬ تعریف:
ساختار:

It = Bt−1 · r دوره: بهره ●

Pt = PMT − It پرداختͬ: اصل ●

Bt = Bt−1 − Pt وام: مانده ●

قسط. ۳ ،۱۰٪ نرخ میلیون، ۱۰ وام مثال:

اصل بهره قسط اول مانده دوره
آخر مانده

۰۲ .۳ ۰۰ .۱ ۰۲ .۴ ۰۰ .۱۰ ۱
۹۸ .۶

۳۲ .۳ ۷۰ .۰ ۰۲ .۴ ۹۸ .۶ ۲
۶۶ .۳

۶۶ .۳ ۳۷ .۰ ۰۲ .۴ ۶۶ .۳ ۳
۰۰ .۰

اصل. به بیشتر انتها، در ͬ رود؛ م بهره به قسط بیشتر ابتدا، در نکته:
کمتری بهره بعد، دورەهای در و ͬ شود م کم اصل از مستقیماً مبلغ آن بپردازی، اضافه قسط اگر مدیریتͬ: مثال

ͬ پردازی. م
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Funⅾ) (Sinking ذخیره صندوق :۷ مفهوم ۷ .۴ .۲۳

ͬ شود. م پر دورەای بەصورت آینده، در مشخصͬ مبلغ جمع آوری برای که صندوقͬ تعریف:
فرمول:

PMT =
FV · r

(1 + r)n − 1

بͽذاری؟ کنار باید چقدر دوره هر دوره، n در FV مبلغ به رسیدن برای شهود:
سالانه: ۸٪ نرخ باشͬ، داشته میلیون ۵۰۰ سال ۵ از بعد ͬ خواهͬ م مثال:

PMT =
500× 0.08

(1.08)5 − 1
=

40

0.4693
≈ میلیون85.23

ͬ کند. م واریز ذخیره صندوق به مبلغͬ سال هر سال، ۱۰ از بعد ماشین آلات جایͽزینͬ برای شرکت مدیریتͬ: مثال

(Perpetuity) بی نهایت اقساط :۸ مفهوم ۸ .۴ .۲۳

قضیه

بی نهایت: اقساط فعلͬ ارزش

PV =
PMT

r

اقساط فعلͬ ارزش (چون ͬ کند م میل محدود مقدار ͷی به فعلͬ ارزش یابند، ادامه بی نهایت تا اقساط اگر شهود:
ͬ شود). م ͷکوچ بسیار دور،

:۱۰٪ نرخ بی نهایت، تا میلیون ۱۰۰ سال هر ساده: مثال
PV = 100/0.10 = میلیون1000

ͬ کند. م پرداخت را مبلغͬ سال هر که موقوفات) (مثل دائمͬ وقف مدیریتͬ: مثال
کنند: رشد g نرخ با اقساط اگر رشدکننده: بی نهایت اقساط

PV =
PMT

r − g
, r > g

:۱۰٪ نرخ ،۳٪ رشد میلیون، ۱۰۰ اول قسط مثال:

PV =
100

0.10− 0.03
=

100

0.07
≈ میلیون1428.6

(IRR) داخلͬ بازده نرخ :۹ مفهوم ۹ .۴ .۲۳

ͬ کند: م صفر را پروژه NPV که نرخͬ تعریف:

NPV =
n∑

t=0

CFt

(1 + IRR)t
= 0

تصمیم: قاعده

کن. قبول را پروژه :IRR > r ●

کن. رد را پروژه :IRR < r ●
IRR: سال. ۲ برای سالانه ۶۰ بازده و ۱۰۰ سرمایه با پروژەای مثال:

100 =
60

1 + r
+

60

(1 + r)2

.r ≈ 13.07% ،x ≈ 1.1307 ،100x2 − 60x− 60 = 0 ،100x2 = 60x+ 60 ،1 + r = x حل: با
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Perioⅾ) (Paybaⅽk بازپرداخت مدت :۱۰ مفهوم ۱۰ .۴ .۲۳

کنند. جبران را اولیه سرمایه نقدی، جریان های تا ͬ کشد م طول که زمانͬ مدت تعریف:
سالانه: ۸۰ نقدی جریان ،۲۰۰ سرمایه مثال:

بازپرداخت دوره = 200/80 = سال2.5

قابل سال ۵ .۲ دوره با پروژه بازگردد، سال ۳ حداکثر در سرمایەگذاری اش بخواهد شرکت اگر مدیریتͬ: مثال
است. قبول

(ARR) حسابداری بازده نرخ :۱۱ مفهوم ۱۱ .۴ .۲۳

اولیه: سرمایەگذاری به سالانه متوسط سود نسبت تعریف:

ARR =
سالانه متوسط سود

اولیه سرمایه
× 100%

:۴۰ سالانه سود ،۲۰۰ سرمایه مثال:

ARR = 40/200 = 20%

بازنشستگͬ برنامەریزی :۱۲ مفهوم ۱۲ .۴ .۲۳

پس انداز. ماهانه مبلغ سپس کن، حساب را بازنشستگͬ در لازم مبلغ ابتدا روش:
:۸٪ نرخ با میلیارد). ۲ (یعنͬ باشͬ داشته میلیون ۱۰۰ سالانه حقوق سال ۲۰ ،ͬͽسال ۶۵ در ͬ خواهͬ م مثال:

PV = 100× 1− (1.08)−20

0.08
≈ 100× 9.818 = 981.8 (۲۹۸)

PMT =
981.8× 0.08/12

(1.00667)360 − 1
≈ ... (۲۹۹)

خرید و اجاره مقایسه :۱۳ مفهوم ۱۳ .۴ .۲۳

کن. مقایسه خرید هزینه با را اجاره هزینه کل PV روش:
ماهانه): ۱٪ (نرخ سال ۵ مدت به میلیون ۲۰ ماهانه اجاره مثال:

PV = 20× 1− (1.01)−60

0.01
= 20× 44.955 ≈ میلیون899.1

است. بهتر خرید باشد، میلیون ۸۰۰ نقدی خرید اگر

خرید مقابل در لیزینگ :۱۴ مفهوم ۱۴ .۴ .۲۳

پایان. در خرید امͺان با دارایی بلندمدت اجاره لیزینگ:
PV: .(۲٪ .۱ (نرخ ماه ۳۶ برای میلیون ۱۵ ماهانه لیزینگ مثال:

PV = 15× 1− (1.012)−36

0.012
= 15× 29.258 ≈ میلیون438.9

است. بهتر لیزینگ باشد، میلیون ۴۵۰ نقدی خرید اگر
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بودجەبندی در کاربرد :۱۵ مفهوم ۱۵ .۴ .۲۳

دارد: پروژه سه میلیارد، ۵ بودجه با شرکتͬ مثال:

میلیون. ۵۰۰ = NPV میلیارد، ۲ سرمایه A: پروژه ●

میلیون. ۸۰۰ = NPV میلیارد، ۳ سرمایه B: پروژه ●

میلیون. ۳۰۰ = NPV میلیارد، ۱ سرمایه Ⅽ: پروژه ●

+ A یا (۱۱۰۰ = (NPV Ⅽ + B بهینه: B... + Ⅽ + A یا (۱۳۰۰ = (NPV B + A انتخاب میلیارد: ۵ بودجه
بودجه. و NPV اساس بر ترکیب بهترین دیͽر. پروژه ͷی + Ⅽ

حل شده مثال های ۵ .۲۳

حل شده مثال

اقساط PV :۱ مثال
PV. ماه. ۲۴ ،۱٪ نرخ میلیون، ۵ ماهانه قسط مسئله: صورت

.PV = 5× 1−(1.01)−24

0.01
:۱ مرحله

.(1.01)−24 ≈ 0.7876 پس ،(1.01)24 ≈ 1.2697 :۲ مرحله
.PV = 5× 0.2124

0.01
= 5× 21.24 = 106.2 :۳ مرحله

میلیون. ۲ .۱۰۶ ≈ PV نتیجه:

حل شده مثال

اقساط FV :۲ مثال
FV. ماه. ۶۰ ،۸٪ .۰ نرخ پس انداز، میلیون ۳ ماهانه مسئله: صورت

.FV = 3× (1.008)60−1
0.008

:۱ مرحله
.(1.008)60 ≈ 1.6127 :۲ مرحله

.FV = 3× 0.6127
0.008

= 3× 76.59 ≈ 229.77 :۳ مرحله
میلیون. ۸ .۲۲۹ ≈ FV نتیجه:

حل شده مثال

وام قسط :۳ مثال
قسط. ۸۴ ،۲٪ .۱ نرخ میلیون، ۴۰۰ وام مسئله: صورت

.PMT = 400×0.012
1−(1.012)−84 :۱ مرحله

.(1.012)−84 ≈ 0.3679 پس ،(1.012)84 ≈ 2.7181 :۲ مرحله
.PMT = 4.8/(1− 0.3679) = 4.8/0.6321 ≈ 7.59 :۳ مرحله

میلیون. ۵۹ .۷ ≈ ماهانه قسط نتیجه:

۳۰۹



حل شده مثال

ذخیره صندوق :۴ مثال
سالانه. PⅯT .۱۰٪ نرخ سال، ۱۰ در میلیون ۱۰۰۰ هدف مسئله: صورت

.PMT = 1000×0.10
(1.10)10−1

:۱ مرحله
.(1.10)10 = 2.5937 :۲ مرحله

.PMT = 100/1.5937 ≈ 62.75 :۳ مرحله
میلیون. ۷۵ .۶۲ سال هر نتیجه:

حل شده مثال

Perpetuity :۵ مثال
.۱۰٪ نرخ بی نهایت، تا میلیون ۸۰ سال هر مسئله: صورت

.PV = 80/0.10 = 800 :۱ مرحله
میلیون. ۸۰۰ نتیجه:

حل شده مثال

رشدکننده Perpetuity :۶ مثال
.۱۲٪ نرخ ،۴٪ رشد ،۵۰ اول قسط مسئله: صورت

.PV = 50/(0.12− 0.04) = 50/0.08 = 625 :۱ مرحله
میلیون. ۶۲۵ نتیجه:

حل شده مثال

استهلاک جدول :۷ مثال
جدول. قسط. ۳ ،۵٪ نرخ میلیون، ۵۰ وام مسئله: صورت

.PMT = 50×0.05
1−(1.05)−3 = 2.5

1−0.8638
= 2.5

0.1362
≈ 18.36 :۱ مرحله

جدول: :۲ مرحله
کامل. جدول نتیجه:

حل شده مثال

IRR :۸ مثال
IRR. سال. ۳ برای سالانه ۱۰۰ بازده ،۲۰۰ سرمایه مسئله: صورت

.200 = 100× 1−(1+r)−3

r
:۱ مرحله

.2 = 1−(1+r)−3

r
:۲ مرحله

PV = :r = 0.25 .PV = 100 × 2.106 = 210.6 > 200 :r = 0.20 آزمون: با :۳ مرحله
.100× 1.952 = 195.2 < 200

.۴٪ .۲۳ ≈ IRR :۴ مرحله
.۴٪ .۲۳ ≈ IRR نتیجه:
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حل شده مثال

بازپرداخت دوره :۹ مثال
سالانه. ۱۰۰ جریان ،۳۰۰ سرمایه مسئله: صورت

سال. 300/100 = 3 :۱ مرحله
سال. ۳ نتیجه:

حل شده مثال

خرید و اجاره مقایسه :۱۰ مثال
.۴۵۰ نقدی خرید ماه. ۳۶ ،۱٪ نرخ ،۱۵ ماهانه اجاره مسئله: صورت

.PV = 15× 1−(1.01)−36

0.01
= 15× 30.107 ≈ 451.6 :۱ مرحله

.۴۵۰ < ۶ .۴۵۱ :۲ مرحله
است. بهتر خرید نتیجه:

حل شده مثال

بازنشستگͬ :۱۱ مثال
ماهانه. پس انداز .۸٪ نرخ سال. ۳۰ در میلیون ۲۰۰۰ هدف: مسئله: صورت

.n = 360 ،r = 0.08/12 = 0.00667 :۱ مرحله
.PMT = 2000×0.00667

(1.00667)360−1
:۲ مرحله

.(1.00667)360 ≈ 10.9357 :۳ مرحله
.PMT = 13.34/9.9357 ≈ 1.343 :۴ مرحله

میلیون. ۳۴ .۱ ≈ ماهانه پس انداز نتیجه:

حل شده مثال

پیش پرداخت اثر :۱۲ مثال
چقدر پیش پرداخت، میلیون ۵۰ + شود پرداخت ۱۱ قسط اگر قسط. ۶۰ ،۱٪ نرخ ،۵۰۰ وام مسئله: صورت

ͬ شود؟ م تمام زودتر
.PMT = 500×0.01

1−(1.01)−60 ≈ 11.12 اصلͬ: PⅯT :۱ مرحله
.B10 = PMT × 1−(1.01)−50

0.01
≈ 11.12× 39.196 ≈ 435.9 مانده: قسط، ۱۰ از بعد :۲ مرحله

.۹ .۳۸۵ مانده: پیش پرداخت، میلیون ۵۰ با :۳ مرحله
n = − ln(1 − 385.9 × ͬ مانده: باق اقساط تعداد ،۱۲ .۱۱ قسط همان با :۴ مرحله

.0.01/11.12)/ ln(1.01) ≈ − ln(0.653)/0.00995 ≈ 42.8
کمتر. قسط ۷ — قسط ۴۳ قسط، ۵۰ بەجای نتیجه:

حل شده مثال

لیزینگ :۱۳ مثال
PV. .۵٪ .۱ نرخ ماه، ۲۴ میلیون، ۲۰ ماهانه لیزینگ مسئله: صورت

.PV = 20× 1−(1.015)−24

0.015
:۱ مرحله

.(1.015)−24 ≈ 0.6995 ،(1.015)24 ≈ 1.4295 :۲ مرحله
.PV = 20× 0.3005

0.015
= 20× 20.033 ≈ 400.66 :۳ مرحله

میلیون. ۷ .۴۰۰ ≈ PV نتیجه:
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حل شده مثال

وام مؤثر نرخ :۱۴ مثال
EAR. و ماهانه نرخ میلیونͬ. ۳۵ قسط ۳۶ میلیون، ۱۰۰۰ وام مسئله: صورت

.1000 = 35× 1−(1+r)−36

r
:۱ مرحله

:r = 0.018 PMT؛ = 35.75 :r = 0.017 PMT؛ = 36.15 :r = 0.015 آزمون: با :۲ مرحله
.r ≈ 0.0182 PMT؛ = 35.28

.(1.0182)12 − 1 ≈ 24.2% = EAR :۳ مرحله
.۲٪ .۲۴ EAR ،۸۲٪ .۱ ماهانه نرخ نتیجه:

حل شده مثال

پروژه NPV :۱۵ مثال
.۱۲٪ نرخ سال، ۴ برای سالانه ۲۵۰ جریان ،۸۰۰ سرمایه مسئله: صورت

.PV = 250× 1−(1.12)−4

0.12
= 250× 3.0373 ≈ 759.3 :۱ مرحله

.NPV = 759.3− 800 = −40.7 :۲ مرحله
کن. رد را پروژه — منفͬ NPV نتیجه:

حل شده مثال

وام دو مقایسه :۱۶ مثال
کدام قسط. ۲۴ ،۲۴٪ نرخ میلیون، ۲۰۰ B: وام قسط. ۳۶ ،۱۸٪ نرخ میلیون، ۲۰۰ A: وام مسئله: صورت

بهتر؟
.PMTA = 200×0.015

1−(1.015)−36 ≈ 3
0.4150

≈ 7.23 :۱ مرحله
.PMTB = 200×0.02

1−(1.02)−24 ≈ 4
0.3783

≈ 10.57 :۲ مرحله
.10.57× 24 = 253.68 B: کل .7.23× 36 = 260.28 A: پرداخت کل :۳ مرحله

دارد. بالاتری ماهانه قسط اما است، بهتر پرداخت کل نظر از B وام نتیجه:

حل شده مثال

هدف پس انداز :۱۷ مثال
ماهانه. پس انداز ماهانه. ۱۲٪ نرخ سال، ۵ در میلیون ۵۰۰ هدف مسئله: صورت

.n = 60 ،r = 0.01 :۱ مرحله
.PMT = 500×0.01

(1.01)60−1
:۲ مرحله

.(1.01)60 ≈ 1.8167 :۳ مرحله
.PMT = 5/0.8167 ≈ 6.12 :۴ مرحله

میلیون. ۱۲ .۶ ماهانه نتیجه:

حل شده مثال

پیش پرداخت اقساط :۱۸ مثال
PV. ماه. ۱۲ ،۱٪ نرخ پیش پرداخت، میلیون ۱۰ ماهانه اجاره مسئله: صورت

.PV = 10× 1−(1.01)−12

0.01
× 1.01 = 10× 11.255× 1.01 ≈ 113.68 :۱ مرحله

میلیون. ۷ .۱۱۳ ≈ PV نتیجه:
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حل شده مثال

ARR :۱۹ مثال
ARR. .۱۰۰ سالانه متوسط سود ،۵۰۰ سرمایه مسئله: صورت

.ARR = 100/500 = 20% :۱ مرحله
.۲۰٪ نتیجه:

حل شده مثال

حساسیت تحلیل :۲۰ مثال
زیاد چقدر قسط یابد، افزایش ۱۸٪ به نرخ اگر قسط. ۶۰ ،۱۵٪ نرخ میلیون، ۱۰۰۰ وام مسئله: صورت

ͬ شود؟ م
.PMT15 =

1000×0.0125
1−(1.0125)−60 ≈ 12.5

0.5252
≈ 23.80 :۱ مرحله

.PMT18 =
1000×0.015
1−(1.015)−60 ≈ 15

0.5907
≈ 25.39 :۲ مرحله

.(۷٪ .۶) میلیون ۵۹ .۱ افزایش: :۳ مرحله
ͬ یابد. م افزایش ۷٪ .۶ قسط نتیجه:

رایج اشتباهات ۶ .۲۳

رایج اشتباه

اقساط. FV و PV بین اشتباه :۱ اشتباه
آینده. ارزش برای FV امروز؛ ارزش برای PV پیشͽیری: راه

دوره. تعداد بر نرخ تقسیم کردن فراموش :۲ اشتباه
.۱۲ ̸ سالانه نرخ = ماهانه نرخ پیشͽیری: راه

مخرج). و (صورت PⅯT فرمول در اشتباه :۳ اشتباه
.PMT = Pr/[1− (1 + r)−n] پیشͽیری: راه

پیش پرداخت. اقساط برای (1 + r) در ضرب کردن فراموش :۴ اشتباه
.(1 + r) × پس پرداخت = پیش پرداخت پیشͽیری: راه

سال. تعداد و ماه تعداد بین اشتباه :۵ اشتباه
ماه. ۶۰ = سال ۵ پیشͽیری: راه

.(1 + r)−n توان در منفͬ علامت کردن فراموش :۶ اشتباه
.1/(1 + r)n = (1 + r)−n پیشͽیری: راه

رشدکننده. Perpetuity محاسبه در اشتباه :۷ اشتباه
.r > g شرط ،PV = PMT/(r − g) پیشͽیری: راه

استهلاک. جدول در اشتباه :۸ اشتباه
نرخ. × قبل مانده = بهره دوره، هر در پیشͽیری: راه
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مدیریت در کاربرد ۷ .۲۳

مدیریتͬ کاربرد

مسͺن وام :۱ کاربرد
پرداخت. کل و ماهانه قسط محاسبه

خودرو وام :۲ کاربرد
وام. مختلف گزینەهای مقایسه

تجهیزات لیزینگ :۳ کاربرد
نقدی. خرید با لیزینگ مقایسه

بازنشستگͬ :۴ کاربرد
بازنشستگͬ. هدف برای ماهانه پس انداز محاسبه

سرمایەای بودجەبندی :۵ کاربرد
پروژه. انتخاب برای IRR و NPV

ذخیره صندوق :۶ کاربرد
دارایی. جایͽزینͬ برای مبلغ جمع آوری

شخصͬ مالͬ برنامەریزی :۷ کاربرد
سفر. تحصیل، خانه، خرید برای پس انداز

خرید vs اجاره تحلیل :۸ کاربرد
هزینەها. فعلͬ ارزش مقایسه

قرضه اوراق قیمت گذاری :۹ کاربرد
اصل. و کوپن ها فعلͬ ارزش
بدهͬ مدیریت :۱۰ کاربرد

وام ها. بازپرداخت برنامەریزی

فصل خلاصه ۸ .۲۳

اصل بهره قسط اول مانده دوره

۸۶ .۱۵ ۵۰ .۲ ۳۶ .۱۸ ۰۰ .۵۰ ۱
۶۵ .۱۶ ۷۱ .۱ ۳۶ .۱۸ ۱۴ .۳۴ ۲
۴۹ .۱۷ ۸۷ .۰ ۳۶ .۱۸ ۴۹ .۱۷ ۳

خودآزمایی ۹ .۲۳
سوال) ۱۵) چهارگزینەای ۱ .۹ .۲۳

ماه: ۱۲ ،۱٪ نرخ میلیون، ۱۰۰ وام ماهانه قسط .۱

۸۸ .۸ آ)

۵۰ .۹ ب)

۰۰ .۱۰ ج)

۰۰ .۱۱ د)

ماه: ۲۴ ،۱٪ نرخ ماهانه، میلیون ۵ اقساط PV .۲

۳۱۴



۱۰۰ آ)

۱۰۶ ب)

۱۱۰ ج)

۱۲۰ د)

ماه: ۱۲ ،۵٪ .۰ نرخ ماهانه، میلیون ۲ پس انداز FV .۳

۶۶ .۲۴ آ)

۰۰ .۲۵ ب)

۵۰ .۲۵ ج)

۰۰ .۲۶ د)

:۸٪ نرخ با ۱۰۰ Perpetuity .۴

۸۰۰ آ)

۱۰۰۰ ب)

۱۲۵۰ ج)

۱۵۰۰ د)

:۱۲٪ نرخ ،۵۰ قسط ،۵٪ رشد Perpetuity .۵

۷ .۴۱۶ آ)

۵۰۰ ب)

۳ .۷۱۴ ج)

۱۰۰۰ د)

:۱۰٪ نرخ سال، ۵ در ۱۰۰۰ برای ذخیره صندوق .۶

۱۵۰ آ)

۸ .۱۶۳ ب)

۱۷۵ ج)

۲۰۰ د)

قسط: ۲۴ ،۲٪ نرخ ،۲۰۰ وام .۷

۵ .۹ آ)

۵۷ .۱۰ ب)

۱۱ ج)

۱۲ د)

۳۱۵



سال: ۲ برای ۶۰ بازده و ۱۰۰ سرمایه با پروژه IRR .۸

۱۰٪ آ)

۱۳٪ ب)

۱۵٪ ج)

۲۰٪ د)

سالانه: ۱۰۰ جریان ،۳۰۰ سرمایه بازپرداخت دوره .۹

۲ آ)

۳ ب)

۴ ج)

۵ د)

ماه: ۱۲ ،۱٪ نرخ ماهانه، ۲۰ اجاره PV .۱۰

۲۲۰ آ)

۱ .۲۲۵ ب)

۲۳۰ ج)

۲۴۰ د)

ماهانه: ۱٪ نرخ سال، ۵ در ۵۰۰ هدف برای PⅯT .۱۱

۵ .۵ آ)

۱۲ .۶ ب)

۷ ج)

۸ د)

:۸۰ سود ،۴۰۰ سرمایه ARR .۱۲

۱۰٪ آ)

۱۵٪ ب)

۲۰٪ ج)

۲۵٪ د)

ͬ کند؟ م تغییر چقدر وام قسط شود، برابر دو بهره نرخ اگر .۱۳

برابر دو آ)

برابر دو از کمتر ب)

برابر دو از بیشتر ج)
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ثابت د)

ماه: ۶۰ ،۵٪ .۰ نرخ میلیون، ۱۰ اقساط PV .۱۴

۵۰۰ آ)

۳ .۵۱۷ ب)

۶۰۰ ج)

۶۲۰ د)

است؟ بهتر پروژه ارزش گذاری برای کدام .۱۵

IRR آ)

NPV ب)

ARR ج)

Paybaⅽk د)

سوال) ۸) تشریحͬ ۲ .۹ .۲۳

قسط. ۹۶ ماهانه، ۵٪ .۱ نرخ میلیون، ۸۰۰ وام قسط .۱۶
ماه. ۳۶ ،۲٪ .۱ نرخ میلیون، ۸ اقساط PV .۱۷

ماه. ۱۲۰ ،۸٪ .۰ نرخ ماهانه، میلیون ۴ پس انداز FV .۱۸
.۸٪ نرخ سال، ۱۵ در ۲۰۰۰ ذخیره صندوق .۱۹

سال. ۳ برای سالانه ۲۰۰ بازده ،۵۰۰ سرمایه پروژه IRR .۲۰
.۱۴٪ نرخ ،۸۰ اول قسط ،۶٪ رشد Perpetuity .۲۱

.۱۰٪ نرخ سال، ۵ برای سالانه ۳۰۰ جریان ،۱۰۰۰ سرمایه پروژه NPV .۲۲
قسط. ۳ ،۸٪ نرخ میلیون، ۳۰ وام استهلاک جدول .۲۳

تشریحͬ پاسخنامه ۱۰ .۲۳
.PMT = 100×0.01

1−(1.01)−12 = 1
0.1126

≈ 8.88 الف) .۱
.PV = 5× 1−(1.01)−24

0.01
≈ 5× 21.24 ≈ 106.2 ب) .۲

.FV = 2× (1.005)12−1
0.005

≈ 2× 12.33 ≈ 24.66 الف) .۳
.PV = 100/0.08 = 1250 ج) .۴

.PV = 50/(0.12− 0.05) = 50/0.07 ≈ 714.3 ج) .۵
.PMT = 1000×0.10

(1.10)5−1
= 100/0.6105 ≈ 163.8 ب) .۶

.PMT = 200×0.02
1−(1.02)−24 = 4/0.3783 ≈ 10.57 ب) .۷

.۱۳٪ ≈ IRR معادله: حل با ب) .۸
سال. ۳ ب) .۹

.PV = 20× 1−(1.01)−12

0.01
× 1.01 ≈ 20× 11.255× 1.01 ≈ 227.4 ب) .۱۰

.PMT = 500×0.01
(1.01)60−1

= 5/0.8167 ≈ 6.12 ب) .۱۱
.80/400 = 20% ج) .۱۲

ͬ شود). م کمتر مانده روی بهره (چون برابر دو از کمتر ب) .۱۳
.PV = 10× 1−(1.005)−60

0.005
≈ 10× 51.73 ≈ 517.3 ب) .۱۴

معیار). (بهترین NPV ب) .۱۵
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.PMT = 800×0.015
1−(1.015)−96 ≈ 12

0.7606
≈ 15.78 .۱۶

.PV = 8× 1−(1.012)−36

0.012
≈ 8× 29.258 ≈ 234.1 .۱۷

.FV = 4× (1.008)120−1
0.008

≈ 4× 194.98 ≈ 779.9 .۱۸
.PMT = 2000×0.08

(1.08)15−1
= 160/2.1722 ≈ 73.66 .۱۹

.r ≈ 9.7% ،500 = 200× 1−(1+r)−3

r
.۲۰

.PV = 80/(0.14− 0.06) = 80/0.08 = 1000 .۲۱
.NPV = 137.2 .PV = 300× 3.7908 = 1137.2 .۲۲

.PMT = 30×0.08
1−(1.08)−3 = 2.4/0.2062 ≈ 11.64 .۲۳

کاربرد فرمول مفهوم

امروز ارزش PMT · 1−(1+r)−n

r
اقساط PV

آینده ارزش PMT · (1+r)n−1
r

اقساط FV
وام PV ·r

1−(1+r)−n وام قسط
مالͬ هدف FV ·r

(1+r)n−1
ذخیره صندوق

دائمͬ PMT/r Perpetuity
رشدکننده PMT/(r − g) رشد Perpetuity
اجاره PV × (1 + r) پیش پرداخت
ارزیابی NPV = 0 IRR
نقدینگͬ C0/CF بازپرداخت دوره
حسابداری سود̸سرمایه ARR

پیشنهادی منابع ۱۱ .۲۳

.۱۹ فصل مدیریت. برای پایه ریاضیات .(۱۳۹۸) م. پورکاظمͬ، ●

.۱۹ فصل مدیریت. در آن کاربرد و ریاضیات .(۱۳۹۹) م. رنجبران، ●

.۱۹ فصل عمومͬ. ریاضیات .(۱۳۹۷) م. نیͺوکار، ●

Sⅽi− Soⅽiaⅼ anⅾ Ⅼife، Ⅿanageriaⅼ، the for Ⅿatheⅿatiⅽs Appⅼieⅾ .(۲۰۱۹) T. S. Tan، ●
.۶ −۵ Ⅽh. .enⅽes

.۱۴ Ⅽh. .Business for Ⅿatheⅿatiⅽs .(۲۰۱۷) A. S. Saⅼzⅿan، ●

Ⅽh. .Finanⅽe anⅾ Business Eⅽonoⅿiⅽs، for Ⅿatheⅿatiⅽs Basiⅽ .(۲۰۱۸) E. Uⅿⅿer، ●
.۱۶

بازرسͬ ایست

توسعەیافته نسخه – ۱۹ فصل پایان
منبع ۶ | سوال ۲۳ | حل شده مثال ۲۰ | A۴ صفحه ۲۴∼ آمار:

xⅽoⅼor enuⅿiteⅿ booktabs geoⅿetry aⅿsⅿath،aⅿssyⅿb،aⅿsthⅿ [۱۲pt،a۴paper]artiⅽⅼe
xepersian hyperref tⅽoⅼorbox

ⅿargin=۲.۵ ⅽⅿ
(۱) مدیریت در آن کاربرد و ریاضیات

۱۴۰۵ مهر ۱۳ آموزشͬ معمار نفره ۵ تیم توسعەیافته) (نسخه مالͬ در مشتق کاربردهای :۲۰ فصل
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مطالب فهرست
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دوبرابر) حجم – توسعەیافته (نسخه مالͬ در مشتق کاربردهای :۲۰ فصل ۲۴

چͺیده ۱ .۲۴
این که است آن وقت حالا شدی. آشنا مالͬ ریاضیات و بهینەسازی مشتق گیری، قوانین مشتق، با قبل فصل های در
نهایی، درآمد نهایی، هزینه است: نهایی» «تحلیل زبان مالͬ، در مشتق ببری. کار به مالͬ واقعͬ مسائل در را ابزارها
این در سرمایەگذاری. و سود بهینەسازی و بهره، نرخ به فعلͬ ارزش حساسیت رشد، نرخ تقاضا، کشش نهایی، سود
مشتق درآمد، و سود بهینەسازی درآمد، و کشش رابطه قیمتͬ، کشش نهایی، تحلیل تغییر، نرخ بەعنوان مشتق فصل،
بهینەسازی EOQ، مدل NPV، بهینەسازی (Ⅾuration)، دیرش فعلͬ، ارزش حساسیت پیوسته، و مرکب بهره در
کنͬ تحلیل مشتق با را مالͬ تصمیم هر بتوانͬ نهایی: هدف ͬ آموزی. م را مالͬ گسترده کاربردهای و محدودیت، با

کنͬ. انتخاب را گزینه بهترین و

یادگیری اهداف ۲ .۲۴
دیرش، نسبی، رشد نرخ تقاضا، قیمتͬ کشش نهایی، سود نهایی، درآمد نهایی، هزینه کند: تعریف ●

فعلͬ. ارزش حساسیت

نرخ. به نسبت PV مشتق NPV، مشتق رشد، نرخ کشش، ⅯP، ⅯR، ⅯⅭ، کند: محاسبه ●

بهره. حساسیت مالیات، اثر کل، درآمد و کشش رابطه کند: تحلیل ●

EOQ. متوسط، هزینه حداقل درآمد، حداکثر سود، حداکثر کند: بهینەسازی ●

محدودیت. با بهینەسازی NPV، فعلͬ، ارزش پیوسته، بهره کند: مدل سازی ●

سرمایەگذاری. تصمیم مالیات، بار بازده، و ͷریس کند: ارزیابی ●

طنز مقدمه ۳ .۲۴
ͬ کند؟» م تغییر چقدر کل درآمد دهم، افزایش ۱٪ را محصول قیمت «اگر بداند ͬ خواهد م مالͬ مدیر ͷی کن تصور
درآمد». افزایش ۱٪ قیمت، افزایش ۱٪» بͽوید سادەلوحانه است ممͺن کند، استفاده مشتق و کشش از نباشد بلد اگر
تفاوت، این ͬ دهد! م کاهش را درآمد قیمت، افزایش باشد، ۱ از بزرگ تر تقاضا کشش اگر که است این واقعیت اما

است. مالͬ تحلیل در مشتق قدرت همان
سرعتͬ چه «با ͬ بینͬ م افتاد»، اتفاقͬ «چه ببینͬ فقط اینکه جای به است: پرسرعت» «دوربین مثل مالͬ در مشتق
اساس بر و ببیند را رشد سرعت و قیمت، حساسیت سود، تغییر نرخ ͬ تواند م مشتق با مالͬ مدیر ͬ افتد». م اتفاق دارد

بͽیرد. تصمیم آن
از و ͬ کند» م زیاد را درآمد همیشه قیمت «افزایش ͬ کنند م فکر مدیران از بسیاری اینجاست: ماجرا طنزآمیز نکته
کند. نصف را درآمد ͬ تواند م قیمت افزایش باشند، حساس مشتریان اگر واقعͬ، دنیای در اما ͬ شوند. م غافل کشش

ͬ برد. م مشتق» بر مبتنͬ «تصمیم گیری به شهودی» «تصمیم گیری از را تو فصل، این

اصلͬ مفاهیم ۴ .۲۴

مالͬ در تغییر نرخ بەعنوان مشتق :۱ مفهوم ۱ .۴ .۲۴

است: f لحظەای تغییر نرخ ،x به نسبت f(x) مالͬ تابع مشتق تعریف:

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

مالͬ: تفسیر
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نهایی. هزینه :C ′(q) ●

نهایی. درآمد :R′(q) ●

نهایی. سود :P ′(q) ●

نهایی. مطلوبیت :U ′(x) ●

قیمت. به نسبت تقاضا تغییر :Q′(P ) ●

هر :C ′(20) = 50 ،q = 20 در .C ′(q) = 2q + 10 آنگاه ،C(q) = q2 + 10q + 100 اگر مدیریتͬ: مثال
ͬ کند. م اضافه هزینه واحد ۵۰ اضافه، واحد

نهایی سود نهایی، درآمد نهایی، هزینه :۲ مفهوم ۲ .۴ .۲۴

قضیه

MC = C ′(q) (۳۰۰)
MR = R′(q) (۳۰۱)
MP = P ′(q) = R′(q)− C ′(q) = MR−MC (۳۰۲)

شهود:

بیشتر». واحد ͷی تولید «هزینه نهایی: هزینه ●

بیشتر». واحد ͷی فروش «درآمد نهایی: درآمد ●

بیشتر». واحد ͷی «سود نهایی: سود ●

.C(q) = 20q + 100 ،R(q) = 100q − q2 مثال:

MR = 100− 2q (۳۰۳)
MC = 20 (۳۰۴)
MP = 80− 2q (۳۰۵)

است. سودآور اضافه تولید — MP = 20 ،MC = 20 ،MR = 40 :q = 30 در

سود بهینەسازی :۳ مفهوم ۳ .۴ .۲۴

قضیه

که: است ماکسیمم نقطەای در سود

MR = MC یعنͬ P ′(q) = 0

کافͬ: شرط و
P ′′(q) < 0
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.C(q) = 20q + 100 ،R(q) = 100q − q2 مثال:

P (q) = −q2 + 80q − 100 (۳۰۶)
P ′(q) = −2q + 80 = 0 ⇒ q = 40 (۳۰۷)
P ′′(q) = −2 < 0 ⇒ ماکسیمم (۳۰۸)
P (40) = −1600 + 3200− 100 = 1500 (۳۰۹)

.۱۵۰۰ سود .P = 100− q = 60 تقاضا: از قیمت ،q = 40 اگر مدیریتͬ: مثال

تقاضا قیمتͬ کشش :۴ مفهوم ۴ .۴ .۲۴

قضیه

تقاضا: قیمتͬ کشش

Ed =
dQ

dP
· P
Q

تفسیر:

(حساس). باکشش تقاضا :|Ed| > 1 ●

(غیرحساس). کم کشش تقاضا :|Ed| < 1 ●

واحد. کشش :|Ed| = 1 ●

:Q = 60 ،P = 20 در .Q = 100− 2P مثال:

Ed = (−2) · 20
60

= −2

3
≈ −0.67

کم کشش.
قیمت افزایش باشد، زیاد کشش اگر ͬ دهد. م افزایش را درآمد قیمت افزایش باشد، کم کشش اگر مدیریتͬ: مثال

ͬ دهد. م کاهش را درآمد

نهایی درآمد و کشش رابطه :۵ مفهوم ۵ .۴ .۲۴

قضیه

MR = P

(
1 +

1

Ed

)

است. ماکسیمم درآمد و MR = 0 ،(Ed = −1) باشد واحد کشش اگر شهود:
:Ed = −2 ،P = 50 مثال:

MR = 50(1− 0.5) = 25

.Ed = −1 و MR = 0 درآمد، حداکثر نقطه در مدیریتͬ: مثال

درآمد بهینەسازی :۶ مفهوم ۶ .۴ .۲۴

که: است ماکسیمم نقطەای در درآمد اصل:

R′(q) = 0 ⇒ MR = 0
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.Ed = −1 نقطه آن در و
.R = 200Q− 4Q2 .P = 200− 4Q مثال:

R′ = 200− 8Q = 0 ⇒ Q = 25

P = 100, R = 2500

کشش و مالیات :۷ مفهوم ۷ .۴ .۲۴

مالیات: از مصرف کننده سهم ͬ یابد. م افزایش مصرف کننده قیمت باشد، t واحد بر مالیات اگر مالیات: بار

Ed

Ed + Es

است. عرضه کشش Es که
:Es = 1 ،Ed = −2 مثال:

مصرف کننده سهم =
−2

−2 + 1
= 2

ͬ پردازد. م مالیات تولیدکننده برابر دو مصرف کننده یعنͬ

نسبی رشد نرخ :۸ مفهوم ۸ .۴ .۲۴

قضیه

نسبی: رشد نرخ
d

dt
ln y =

y′

y

:y = 100e0.12t مثال:
y′

y
= 0.12 = 12%

.S ′ = 0.08S کند، رشد ۸٪ نرخ با فروش اگر مدیریتͬ: مثال

پیوسته و مرکب بهره در مشتق :۹ مفهوم ۹ .۴ .۲۴

.A = Pert پیوسته: بهره

dA

dt
= rPert = rA (۳۱۰)

dA

dr
= tPert = tA (۳۱۱)

.tA = نرخ به حساسیت rA؛ = زمان به نسبت سرمایه تغییر نرخ تفسیر:
.A = 100e0.5 ≈ 164.87 :t = 5 ،r = 0.10 ،P = 100 مثال:

dA

dr
= 5× 164.87 = 824.35

ͬ کند. م زیاد واحد ۸۲۴ را ارزش (۱۰۰٪ = ۱) نرخ در واحدی ۱ افزایش یعنͬ
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بهره نرخ به فعلͬ ارزش حساسیت :۱۰ مفهوم ۱۰ .۴ .۲۴

قضیه

PV =
FV

(1 + r)t

dPV

dr
= − t · FV

(1 + r)t+1
= −t · PV

1 + r

بیشتر. حساسیت بزرگ تر، t هرچه ͬ دهد. م کاهش را فعلͬ ارزش بهره، نرخ افزایش شهود:
:t = 10 ،r = 0.08 ،FV = 1000 مثال:

PV = 1000/(1.08)10 ≈ 463.19

dPV

dr
= −10× 463.19/1.08 ≈ −4288.8

ͬ دهد. م کاهش ۹ .۴۲ حدود را PV ،(۰۱ .۰) نرخ ۱٪ افزایش

(Ⅾuration) دیرش :۱۱ مفهوم ۱۱ .۴ .۲۴

تقریبی: تعریف

D = −dPV

dr
· 1 + r

PV

.D = t واحد: پرداخت ͷی برای
.D = 10 سال، ۱۰ در FV برای مثال:

بیشتر. بهره نرخ به حساسیت بیشتر، دیرش هرچه است. جریان ها» دریافت وزنͬ متوسط «زمان دیرش، تفسیر:

NPV بهینەسازی :۱۲ مفهوم ۱۲ .۴ .۲۴

NPV:

NPV =
n∑

t=1

CFt

(1 + r)t
− C0

سرمایەگذاری). یا تولید مقدار (مثلا́ تصمیم متغیر به نسبت مشتق با NPV حداکثر
:NPV (q) .۵۰۰ ثابت سرمایه و CF (q) = 100q − q2 نقدی جریان با پروژەای مثال:

NPV =
100q − q2

(1 + r)
− 500

.(100− 2q)/(1 + r) = 0 ⇒ q = 50 :q به نسبت مشتق

مشتق با EOQ مدل :۱۳ مفهوم ۱۳ .۴ .۲۴

کل: هزینه

TC(Q) =
D

Q
S +

Q

2
H

TC ′(Q) = −DS

Q2
+

H

2
= 0

Q∗ =

√
2DS

H
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:H = 5 ،S = 100 ،D = 10000 مثال:
Q∗ =

√
2× 10000× 100/5 =

√
400000 ≈ 632.46

مالͬ در محدودیت با بهینەسازی :۱۴ مفهوم ۱۴ .۴ .۲۴

.g(x, y) = 0 محدودیت با f(x, y) حداکثر لاگرانژ: روش
L = f − λg

.∇L = 0 شرایط:
.x2 + y2 = 100 ͷریس با R = 3x+ 2y بازده حداکثر مثال:

L = 3x+ 2y − λ(x2 + y2 − 100)

3− 2λx = 0, 2− 2λy = 0, x2 + y2 = 100

x = 3/(2λ), y = 1/λ

9

4λ2
+

1

λ2
= 100 ⇒ 13

4λ2
= 100 ⇒ λ =

√
13/20

ͬ شوند. م محاسبه x, y سپس

ͷریس و مشتق :۱۵ مفهوم ۱۵ .۴ .۲۴

بازار: بازده به سهم بازده حساسیت بتا:

β =
Cov(Ri, Rm)

Var(Rm)

بازار. به نسبت بازده مشتق
ͬ کند. م رشد ۵٪ .۱ سهم کند، رشد ۱٪ بازار اگر یعنͬ β = 1.5 مدیریتͬ: مثال

حل شده مثال های ۵ .۲۴

حل شده مثال

.q = 10 در MC .C(q) = 2q2 + 30q + 500 نهایی هزینه :۱ مثال

C ′(q) = 4q + 30, C ′(10) = 70

حل شده مثال

.Q = 20 در MR .P = 200− 5Q نهایی درآمد :۲ مثال

R = 200Q− 5Q2, MR = 200− 10Q, MR(20) = 0

حل شده مثال

.C(q) = 30q + 200 ،R(q) = 120q − 2q2 سود حداکثر :۳ مثال

P = −2q2 + 90q − 200

P ′ = −4q + 90 = 0 ⇒ q = 22.5

P (22.5) = 812.5
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حل شده مثال

.Q = 250 ،P = 50 در .Q = 500− 5P کشش :۴ مثال

Ed = (−5)× 50

250
= −1

واحد. کشش

حل شده مثال

.Ed = −4 ،P = 80 کشش و ⅯR :۵ مثال

MR = 80(1− 1/4) = 60

حل شده مثال

.P = 300− 3Q درآمد حداکثر :۶ مثال

R = 300Q− 3Q2, R′ = 300− 6Q = 0 ⇒ Q = 50

R = 7500

حل شده مثال

.S = 200e0.15t نسبی رشد نرخ :۷ مثال

S ′/S = 0.15 = 15%

حل شده مثال

.t = 10 در dA/dt .A = 500e0.08t پیوسته بهره مشتق :۸ مثال

A(10) = 500e0.8 ≈ 1112.77

dA/dt = 0.08A ≈ 89.02

حل شده مثال

.t = 8 ،r = 0.10 ،FV = 2000 PV حساسیت :۹ مثال

PV = 2000/(1.10)8 ≈ 933.0

dPV/dr = −8× 933/1.10 ≈ −6785.5

حل شده مثال

.D = 8 سال، ۸ در واحد پرداخت برای دیرش :۱۰ مثال
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حل شده مثال

.NPV (q) = 200q−q2

1.10
− 1000 NPV بهینەسازی :۱۱ مثال

dNPV/dq = (200− 2q)/1.10 = 0 ⇒ q = 100

حل شده مثال

.H = 2 ،S = 80 ،D = 5000 EOQ :۱۲ مثال

Q∗ =
√

2× 5000× 80/2 =
√
400000 ≈ 632.46

حل شده مثال

.x2 + y2 = 25 با R = 4x+ 3y حداکثر لاگرانژ :۱۳ مثال

L = 4x+ 3y − λ(x2 + y2 − 25)

4− 2λx = 0, 3− 2λy = 0

x = 2/λ, y = 1.5/λ

4/λ2 + 2.25/λ2 = 25 ⇒ 6.25/λ2 = 25 ⇒ λ = 0.5

x = 4, y = 3, R = 25

حل شده مثال

مصرف کننده: سهم .Es = 1 ،Ed = −3 مالیات :۱۴ مثال

−3

−3 + 1
= 1.5

ͬ دهد. م مالیات تولیدکننده برابر ۵ .۱ مصرف کننده یعنͬ

حل شده مثال

.x = 50 در MU .U(x) = 200 ln x نهایی مطلوبیت :۱۵ مثال

U ′ = 200/x, U ′(50) = 4

حل شده مثال

.C(q) = q2 + 100q + 10000 متوسط هزینه حداقل :۱۶ مثال

AC = q + 100 + 10000/q

AC ′ = 1− 10000/q2 = 0 ⇒ q = 100

AC(100) = 300
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حل شده مثال

.۲۰٪ مالیات .P (q) = −q2 + 100q − 500 مالیات از پس سود :۱۷ مثال

Pafter = 0.8P

P ′ = 0 ⇒ q = 50

P (50) = 2000, Pafter = 1600

حل شده مثال

سربەسر: .C = q2 + 10q + 200 ،R = 50q مشتق با سربەسر نقطه :۱۸ مثال

50q = q2 + 10q + 200 ⇒ q2 − 40q + 200 = 0

q = 20±
√
200 ≈ 20± 14.14

q1 ≈ 5.86, q2 ≈ 34.14

حل شده مثال

.t = 5 ،r = 0.06 ،FV = 1000 با اوراق اوراق حساسیت :۱۹ مثال

PV = 1000/(1.06)5 ≈ 747.26

dPV/dr = −5× 747.26/1.06 ≈ −3524.8

حل شده مثال

.C(q) = q3 − 10q2 + 80q + 500 ،R(q) = 200q − 2q2 ترکیبی :۲۰ مثال

P = −q3 + 8q2 + 120q − 500

P ′ = −3q2 + 16q + 120 = 0

3q2 − 16q − 120 = 0

q =
16±

√
256 + 1440

6
=

16± 41.18

6

q ≈ 9.53

P (9.53) ≈ −866.5 + 726.7 + 1143.6− 500 ≈ 503.8
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رایج اشتباهات ۶ .۲۴

رایج اشتباه

ͬ کند. م زیاد را درآمد همیشه قیمت افزایش فرض :۱ اشتباه
کن. بررسͬ را کشش پیشͽیری: راه

.P و MR بین اشتباه :۲ اشتباه
.MR = P (1 + 1/Ed) پیشͽیری: راه

بهینەسازی. در P ′′ < 0 شرط کردن فراموش :۳ اشتباه
کن. حساب را دوم مشتق پیشͽیری: راه

کشش. علامت در اشتباه :۴ اشتباه
است. مهم مطلق قدر است؛ منفͬ معمولا˟ تقاضا کشش پیشͽیری: راه

PV. حساسیت در t کردن فراموش :۵ اشتباه
.dPV/dr = −tPV/(1 + r) پیشͽیری: راه

جذر). کردن (فراموش EOQ در اشتباه :۶ اشتباه
.Q∗ =

√
2DS/H پیشͽیری: راه

لاگرانژ. در محدودیت کردن فراموش :۷ اشتباه
.∂L/∂λ = 0 پیشͽیری: راه
بتا. تفسیر در اشتباه :۸ اشتباه

بازار. به حساسیت = بتا پیشͽیری: راه

مدیریت در کاربرد ۷ .۲۴

مدیریتͬ کاربرد

قیمت گذاری :۱ کاربرد
بهینه. قیمت تعیین برای کشش از استفاده

تولید :۲ کاربرد
سود. حداکثر برای MR = MC

مالیات :۳ کاربرد
تولیدکننده. و مصرف کننده بر مالیات بار تحلیل

سرمایەگذاری :۴ کاربرد
مشتق. با IRR و NPV

موجودی مدیریت :۵ کاربرد
مشتق. با EOQ

سرمایەای بودجەبندی :۶ کاربرد
محدودیت. با بهینەسازی
ͷریس تحلیل :۷ کاربرد

حساسیت. و بتا
مالͬ برنامەریزی :۸ کاربرد

پیوسته. بهره و رشد نرخ
اوراق ارزش گذاری :۹ کاربرد

نرخ. حساسیت و دیرش
مالͬ تصمیم گیری :۱۰ کاربرد

تصمیم ها. همه در نهایی تحلیل
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فصل خلاصه ۸ .۲۴

اصل بهره قسط اول مانده دوره

۲۴ .۹ ۴۰ .۲ ۶۴ .۱۱ ۰۰ .۳۰ ۱
۹۸ .۹ ۶۶ .۱ ۶۴ .۱۱ ۷۶ .۲۰ ۲

۷۸ .۱۰ ۸۶ .۰ ۶۴ .۱۱ ۷۸ .۱۰ ۳

خودآزمایی ۹ .۲۴
سوال) ۱۵) چهارگزینەای ۱ .۹ .۲۴

:q = 5 در MC .C(q) = 3q2 + 20q .۱

۳۰ آ)

۴۰ ب)

۵۰ ج)

۶۰ د)

:Q = 20 در MR .P = 100− 2Q .۲

۲۰ آ)

۴۰ ب)

۶۰ ج)

۸۰ د)

:P = −q2 + 40q − 100 سود حداکثر .۳

۲۰۰ آ)

۳۰۰ ب)

۴۰۰ ج)

۵۰۰ د)

:Q = 100 ،P = 25 در کشش .Q = 200− 4P .۴

−. آ)

− ب)

− ج)

− د)

:MR ،P = 60 و Ed = −2 اگر .۵

۲۰ آ)

۳۳۰



۳۰ ب)

۴۰ ج)

۵۰ د)

:P = 400− 4Q درآمد حداکثر .۶

۵۰۰۰ آ)

۷۵۰۰ ب)

۱۰۰۰۰ ج)

۱۲۵۰۰ د)

نسبی: رشد نرخ .S = 300e0.10t .۷

۵٪ آ)

۱۰٪ ب)

۱۵٪ ج)

۲۰٪ د)

تقریبی: PV .t = 10 ،r = 0.05 ،FV = 1000 .۸

۵۰۰ آ)

۹ .۶۱۳ ب)

۷۰۰ ج)

۸۰۰ د)

تقریبی: dPV/dr قبل، سوال در .۹

− آ)

− ب)

− ج)

− د)

سال: ۱۲ در واحد پرداخت برای دیرش .۱۰

۶ آ)

۱۲ ب)

۲۴ ج)

۱ د)

:H = 4 ،S = 100 ،D = 8000 با EOQ .۱۱

۳۳۱



۴۰۰ آ)

۵ .۶۳۲ ب)

۸۰۰ ج)

۱۰۰۰ د)

:Es = 2 ،Ed = −3 با مالیات مصرف کننده سهم .۱۲

۶ .۰ آ)

۵ .۱ ب)

۳ ج)

۵ د)

:AC = q + 100/q حداقل .۱۳

q = 5 آ)

q = 10 ب)

q = 20 ج)

q = 100 د)

:x = 20 در MU .U(x) = 100 ln x .۱۴

۵ آ)

۱۰ ب)

۲۰ ج)

۱۰۰ د)

است؟ بهتر پروژه انتخاب برای معیار کدام .۱۵

IRR آ)

NPV ب)

Paybaⅽk ج)

ARR د)

سوال) ۸) تشریحͬ ۲ .۹ .۲۴

سود. حداکثر .C(q) = 40q + 300 ،R(q) = 200q − q2 .۱۶
.P = 20 در کشش .Q = 500− 10P .۱۷

.t = 5 در dS/dt و رشد نرخ .S = 500e0.08t .۱۸
.dPV/dr و PV .t = 15 ،r = 0.08 ،FV = 5000 .۱۹

.H = 5 ،S = 50 ،D = 20000 با EOQ .۲۰
.x2 + y2 = 41 با R = 5x+ 4y حداکثر .۲۱

NPV. .۱۰٪ نرخ سال، ۵ برای سالانه ۶۰۰ جریان ،۲۰۰۰ سرمایه پروژه .۲۲
مالیات. از پس سود حداکثر .۱۵٪ مالیات .P = −2q2 + 120q − 500 .۲۳

۳۳۲



تشریحͬ پاسخنامه ۱۰ .۲۴
(۵۰ (گزینه .C ′(5) = 50 ،C ′ = 6q + 20 ب) .۱

(۲۰ (گزینه .Q = 20 در MR = 100− 4Q = 20 ج) .۲
.P (20) = 300 ،q = 20 ب) .۳

.E = −4(25/100) = −1 ،dQ/dP = −4 ب) .۴
.MR = 60(1− 1/2) = 30 ب) .۵

.R = 10000 ،Q = 50 ج) .۶
.۱۰٪ ب) .۷

.PV = 1000/(1.05)10 ≈ 613.9 ب) .۸
.dPV/dr = −10× 613.9/1.05 ≈ −5846.7 الف) .۹

.D = 12 ب) .۱۰
.Q∗ =

√
2× 8000× 100/4 =

√
400000 = 632.46 ب) .۱۱

.۶ .۰ پاسخ .(= −Ed/(Es − Ed) = 3/(2 + 3) = 0.6 مصرف کننده (سهم ؟ −3
−3+2

= 3 ب) .۱۲
.AC ′ = 1− 100/q2 = 0 ⇒ q = 10 ب) .۱۳

.U ′ = 100/x = 5 الف) .۱۴
NPV. ب) .۱۵

.P (80) = 6100 .q = 80 .P = −q2 + 160q − 300 .۱۶
.E = −10(20/300) = −2/3 .Q = 300 ،dQ/dP = −10 .۱۷

.dS/dt = 0.08S ≈ 59.67 .S(5) = 500e0.4 ≈ 745.91 .۸٪ رشد نرخ .۱۸
.dPV/dr = −15× 1576/1.08 ≈ −21888.9 .PV = 5000/(1.08)15 ≈ 1576.0 .۱۹

.Q∗ =
√

2× 20000× 50/5 =
√
400000 = 632.46 .۲۰

(6.25 + 4)/λ2 = 41 ⇒ .y = 2/λ ،x = 2.5/λ .L = 5x + 4y − λ(x2 + y2 − 41) .۲۱
.R = 41 ،y = 4 ،x = 5 .10.25/λ2 = 41 ⇒ λ = 0.5

.NPV = 274.5 .PV = 600× 3.7908 = 2274.5 .۲۲
.0.85× 1300 = 1105 مالیات: از پس .P (30) = 1300 .P ′ = −4q + 120 = 0 ⇒ q = 30 .۲۳

پیشنهادی منابع ۱۱ .۲۴

.۲۰ فصل مدیریت. برای پایه ریاضیات .(۱۳۹۸) م. پورکاظمͬ، ●

.۲۰ فصل مدیریت. در آن کاربرد و ریاضیات .(۱۳۹۹) م. رنجبران، ●

.۲۰ فصل عمومͬ. ریاضیات .(۱۳۹۷) م. نیͺوکار، ●

Sⅽi− Soⅽiaⅼ anⅾ Ⅼife، Ⅿanageriaⅼ، the for Ⅿatheⅿatiⅽs Appⅼieⅾ .(۲۰۱۹) T. S. Tan، ●
.۱۴ −۱۳ Ⅽh. .enⅽes

.۱۴ −۱۲ Ⅽh. .Business for Ⅿatheⅿatiⅽs .(۲۰۱۷) A. S. Saⅼzⅿan، ●

Ⅽh. .Finanⅽe anⅾ Business Eⅽonoⅿiⅽs، for Ⅿatheⅿatiⅽs Basiⅽ .(۲۰۱۸) E. Uⅿⅿer، ●
.۱۶ −۱۴

بازرسͬ ایست

توسعەیافته نسخه – ۲۰ فصل پایان
منبع ۶ | سوال ۲۳ | حل شده مثال ۲۰ | A۴ صفحه ۲۴∼ آمار:

xⅽoⅼor enuⅿiteⅿ booktabs geoⅿetry aⅿsⅿath،aⅿssyⅿb،aⅿsthⅿ [۱۲pt،a۴paper]artiⅽⅼe
xepersian hyperref tⅽoⅼorbox

۳۳۳



ⅿargin=۲.۵ ⅽⅿ
(۱) مدیریت در آن کاربرد و ریاضیات

۱۴۰۵ مهر ۱۳ آموزشͬ معمار نفره ۵ تیم پیوست ها سوم: بخش

مطالب فهرست

۳۳۴



جامع فرمول نامه الف: پیوست آ

مجموعەها .۱

کاربرد فرمول مفهوم

تولید MC = C ′(q) نهایی هزینه
قیمت MR = R′(q) نهایی درآمد
بهینه MP = MR−MC نهایی سود
حساسیت Ed = (dQ/dP )(P/Q) کشش
درآمد MR = P (1 + 1/Ed) ⅯR رابطه
قیمت MR = 0 درآمد حداکثر
رشد y′/y رشد نرخ
مالͬ A = Pert پیوسته بهره
اوراق dPV/dr = −tPV/(1 + r) PV حساسیت
نرخ ͷریس D ≈ t دیرش
موجودی Q∗ =

√
2DS/H EOQ

توابع .۲

فرمول عنوان

A ⊆ B ⇐⇒ ∀x(x ∈ A ⇒ x ∈ B) زیرمجموعه
A ∪ B = {x | x ∈ A یا x ∈ B} اجتماع
A ∩ B = {x | x ∈ A و x ∈ B} اشتراک
A− B = {x | x ∈ A و x /∈ B} تفاضل
Ac = U − A متمم
A△B = (A− B) ∪ (B − A) متقارن تفاضل
A× B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B} دکارتͬ ضرب
|P(A)| = 2|A| زیرمجموعه تعداد
|A ∪ B| = |A|+ |B| − |A ∩ B| دوگانه شمول⁃طرد اصل
|A ∪ B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩ B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩B ∩ C| سەگانه شمول⁃طرد اصل

۳۳۵



فرمول عنوان

f(x) = ax+ b خطͬ تابع

a =
∆y

∆x
=

y2 − y1
x2 − x1

شیب
y − y1 = a(x− x1) (نقطه⁃شیب) خط معادله
f(x) = ax2 + bx+ c دوم درجه تابع

xv = − b

2a
, yv = f(xv) سهمͬ رأس

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
دوم درجه ریشەهای

f(x) = ax نمایی تابع
y = loga x ⇐⇒ ay = x لͽاریتمͬ تابع
log(xn) = n log x ،log(x/y) = log x− log y ،log(xy) = log x+ log y لͽاریتم قوانین

loga x =
ln x

ln a
پایه تغییر

شرط ̸ فرمول عنوان

limx→a− f(x) چپ حد
limx→a+ f(x) راست حد
limx→a− f(x) = limx→a+ f(x) = L حد وجود شرط
limx→a f(x) = f(a) نقطه در پیوستگͬ

limx→0
sin x

x
= 1 ویژه مثلثاتͬ حد

limx→0
ex − 1

x
= 1 ویژه نمایی حد

limx→0
ln(1 + x)

x
= 1 ویژه لͽاریتمͬ حد

limx→∞
1

xn
= 0 (n > 0) بی نهایت در حد

limx→∞

(
1 +

1

x

)x

= e 1∞ فرم

پیوستگͬ و حد .۳

مشتق .۴

بهینەسازی .۵

مالͬ ریاضیات .۶

دنبالەها .۷

پرکاربرد مشتقات جدول ب: پیوست ب

(جداگانه) خودآزمایی ها پاسخنامه ج: پیوست پ

یادداشت

برای پیوست، این در است. شده ارائه دوم) (بخش فصل همان انتهای در فصل، هر کامل تشریحͬ پاسخنامه
ͬ شود. م ارائه چهارگزینەای سوالات فشرده کلید و پاسخنامەها به ارجاع فهرست سریع، دسترسͬ

۳۳۶



فرمول عنوان

f ′(x) = limh→0
f(x+ h)− f(x)

h
مشتق تعریف

(xn)′ = nxn−1 توان
(cf)′ = cf ′ ثابت ضریب
(f ± g)′ = f ′ ± g′ تفاضل و جمع
(fg)′ = f ′g + fg′ )ضرب
f

g

)′

=
f ′g − fg′

g2
تقسیم

(f(g(x)))′ = f ′(g(x)) · g′(x) زنجیرەای
(ax)′ = ax ln a ،(ex)′ = ex نمایی
(loga x)

′ =
1

x ln a
،(ln x)′ = 1

x
لͽاریتمͬ

(cos x)′ = − sin x ،(sin x)′ = cos x مثلثاتͬ

شرط عنوان

نشده تعریف f ′(c) یا f ′(c) = 0 بحرانͬ نقطه
f ′′(c) < 0 و f ′(c) = 0 موضعͬ ماکسیمم
f ′′(c) > 0 و f ′(c) = 0 موضعͬ مینیمم
کند تغییر تقعر و f ′′(c) = 0 عطف نقطه
P ′′(q) < 0 و MR = MC سود حداکثر
MC = AC متوسط هزینه حداقل

Q∗ =

√
2DS

H
EOQ

سریع ارجاع فهرست ج⁃ ۱.

(نمونه) چهارگزینەای سوالات فشرده کلید ج⁃ ۲.

یادداشت

کنید. مراجعه فصل هر انتهای به گزینه، هر دلیل ذکر و تشریحͬ پاسخ های برای

APA ارجاع با کامل منابع د: پیوست ت

سمت. انتشارات تهران: مدیریت. برای پایه ریاضیات .(۱۳۹۸) م. پورکاظمͬ، [۱]

شریف. مدرسان انتشارات تهران: مدیریت. در آن کاربرد و ریاضیات .(۱۳۹۹) م. رنجبران، [۲]

پژوهش. پوران انتشارات تهران: عمومͬ. ریاضیات .(۱۳۹۷) م. نیͺوکار، [۳]

دانشͽاهͬ. انتشارات تهران: مدیریت. برای کاربردی ریاضیات .(۱۳۹۶) س. ساعتͬ، [۴]

ⅯⅽGraw−Hiⅼⅼ. .Business for Ⅿatheⅿatiⅽs .(۲۰۱۷) A. S. Saⅼzⅿan، [۵]

Sⅽi− Soⅽiaⅼ anⅾ Ⅼife، Ⅿanageriaⅼ، the for Ⅿatheⅿatiⅽs Appⅼieⅾ .(۲۰۱۹) T. S. Tan، [۶]
Ⅽengage. .enⅽes

۳۳۷



فرمول عنوان

A = P (1 + rt) ،I = Prt ساده بهره
A = P (1 + r)t مرکب بهره
A = P

(
1 +

r

n

)nt

سال در بار n مرکب
A = Pert پیوسته بهره
EAR =

(
1 +

r

n

)n

− 1 سالانه مؤثر نرخ
EAR = er − 1 پیوسته مؤثر نرخ

PV =
FV

(1 + r)t
فعلͬ ارزش

PV = FV e−rt پیوسته فعلͬ ارزش

PMT =
PV · r

1− (1 + r)−n
وام قسط

PV = PMT · 1− (1 + r)−n

r
اقساط فعلͬ ارزش

FV = PMT · (1 + r)n − 1

r
اقساط آینده ارزش

PMT =
FV · r

(1 + r)n − 1
ذخیره صندوق

PV =
PMT

r
Perpetuity

r > g ،PV =
PMT

r − g
رشدکننده Perpetuity

فرمول عنوان

an = a1 + (n− 1)d حسابی دنباله
Sn =

n

2
(a1 + an) حسابی جمع

an = a1r
n−1 هندسͬ دنباله

Sn = a1
1− rn

1− r
هندسͬ جمع

|r| < 1 ،S∞ =
a1

1− r
بی نهایت جمع

Rout− .Finanⅽe anⅾ Business Eⅽonoⅿiⅽs، forⅯatheⅿatiⅽs Basiⅽ .(۲۰۱۸) E. Uⅿⅿer، [۷]
ⅼeⅾge.

to Introⅾuⅽtion An .(۲۰۲۰) A. T. Wiⅼⅼiaⅿs، & J.، Ⅾ. Sweeney، R.، Ⅾ. Anⅾerson، [۸]
Ⅽengage. .Sⅽienⅽe Ⅿanageⅿent

فارسͬ⁃انگلیسͬ واژەنامه ه: پیوست ث

بازرسͬ ایست

پیوست ها سوم: بخش پایان
واژەنامه | APA منابع | فشرده پاسخنامه | مشتقات جدول | جامع فرمول نامه | ه) تا (الف پیوست ۵ آمار:

۳۳۸



مشتق تابع

0 (ثابت) c
1 x
nxn−1 xn

1

2
√
x

√
x

1

n
n
√
xn−1

n
√
x

− 1

x2

1

x
ex ex

ef(x)f ′(x) ef(x)

ax ln a ax

1

x
ln x

f ′(x)

f(x)
ln f(x)

1

x ln a
loga x

cos x sin x
− sin x cos x

sec2 x =
1

cos2 x
tan x

− csc2 x cot x
sec x tan x sec x
− csc x cot x csc x

1√
1− x2

sin−1 x

− 1√
1− x2

cos−1 x

1

1 + x2
tan−1 x

xⅽoⅼor enuⅿiteⅿ booktabs geoⅿetry aⅿsⅿath،aⅿssyⅿb،aⅿsthⅿ [۱۲pt،a۴paper]artiⅽⅼe
xepersian hyperref tⅽoⅼorbox

ⅿargin=۲.۵ ⅽⅿ
(۱) مدیریت در آن کاربرد و ریاضیات

۱۴۰۵ مهر ۱۳ آموزشͬ معمار نفره ۵ تیم روزه ۶۰ برنامه و روزه ۷ پروژه چهارم: بخش

مطالب فهرست

۳۳۹



پاسخنامه محل موضوع فصل

۱ فصل انتهای مجموعەها ۱
۲ فصل انتهای تابع و رابطه ۲
۳ فصل انتهای دوم درجه و خطͬ توابع ۳
۴ فصل انتهای لͽاریتمͬ و نمایی توابع ۴
۵ فصل انتهای خاص توابع ۵
۶ فصل انتهای شمارش اصول ۶
۷ فصل انتهای ترکیبی آنالیز ۷
۸ فصل انتهای نمودار و مختصات دستگاه ۸
۹ فصل انتهای مدیریت در شمارش کاربردهای ۹

۱۰ فصل انتهای آن خواص و حد ۱۰
۱۱ فصل انتهای راست و چپ حد ۱۱
۱۲ فصل انتهای پیوستگͬ ۱۲
۱۳ فصل انتهای دنبالەها ۱۳
۱۴ فصل انتهای آن مفاهیم و مشتق ۱۴
۱۵ فصل انتهای مشتق گیری قوانین ۱۵
۱۶ فصل انتهای دیفرانسیل ۱۶
۱۷ فصل انتهای بهینەسازی ۱۷
۱۸ فصل انتهای مرکب بهره و بهره ۱۸
۱۹ فصل انتهای مالͬ برنامەریزی و اقساط ۱۹
۲۰ فصل انتهای مالͬ در مشتق کاربردهای ۲۰

۳۴۰



سوال) ترتیب (به پاسخ ها کلید فصل

ب د، الف، ب، ج، ب، الف، ب، ج، د، ب، الف، ب، الف، ج، ۱
ب ب، ج، ب، ب، الف، ج، ب، ج، الف، ب، ب، ۲
ب ج، ج، ب، الف، ب، الف، ب، ۳
ب ج، ب، ب، ج، ب، ب، ب، ب، الف، ب، الف، ب، ب، ج، ۴
ج ب، ج، ب، الف، الف، ب، الف، ب، ج، ب، ب، الف، ب، الف، ۵
ب ب، ب، ب، ب، ب، ب، ج، د، ج، ج، ب، ب، ب، ج، ۶
ب ب، ج، ج، الف، الف، ب، ب، ب، ب، ب، ب، ب، ب، ب، ۷
ب ج، ب، ب، ج، ب، ب، الف، الف، الف، الف، الف، ب، د، ج، ۸
الف ب، الف، ب، الف، الف، الف، الف، الف، ب، ب، ب، ب، الف، ب، ۹
ج ب، ب، ج، ج، د، د، ب، ب، الف، ج، ب، ج، ج، ج، ۱۰
ب الف، ب، د، ب، ج، ب، الف، ب، الف، الف، د، ج، ب، الف، ۱۱
ب ب، الف، ب، ج، الف، ب، الف، ب، الف، الف، الف، ب، ج، د، ۱۲
ب ج، ج، الف، ب، ج، ج، ب، د، الف، ج، ب، ب، الف، ب، ۱۳
الف ج، الف، ب، الف، ب، ب، ب، ب، ب، ب، ج، ب، ج، ب، ۱۴
ب ب، الف، ب، ج، ج، ب، الف، ج، ب، ب، ج، ج، ب، الف، ۱۵
ب ب، ج، ب، د، الف، ب، ج، الف، ج، ب، الف، الف، ب، ب، ۱۶
ب ب، ب، ج، ب، ج، ب، ج، ب، الف، ج، الف، ب، ب، ب، ۱۷
ب الف، ج، ج، د، ب، ج، ب، ج، ب، ج، ج، ب، ب، ب، ۱۸
ب ب، ب، ج، ب، ب، ب، ب، ب، ب، ج، ج، الف، ب، الف، ۱۹
ب الف، ب، ب، ب، ب، الف، ب، ب، ج، ب، ب، ب، ج، ب، ۲۰

ماژول) هر (برای روزه ۷ پروژه ج

مدیریت ریاضیات مبانͬ :۱ ماژول

روزه ۷ پروژه

اینترنتͬ فروشͽاه ͷی تابعͬ و مجموعەای مدل سازی پروژه: عنوان
کنͬ. مدل توابع و مجموعەها با را فروش رفتار و محصولات مشتریان، بتوانͬ هدف:

مجموعەها تعریف :۱ روز

خریدها. محصولات، مشتریان، کن: تعریف مجموعه سه ●

بنویس. نمونه عضو ۵ مجموعه، هر برای ●

بͺش. ساده ون نمودار ●

مجموعەها عملیات :۲ روز

کن. حساب را B و A محصول خریدار مشتریان تفاضل و اشتراک اجتماع، ●

ببر. کار به مجموعه دو برای را شمول⁃طرد اصل ●

برد و دامنه و تابع :۳ روز

بنویس. را C(q) = 5q + 100 هزینه تابع ●

کن. تعیین را اقتصادی برد و دامنه ●

کن. رسم را آن نمودار ●

دوم درجه و خطͬ توابع :۴ روز

بنویس. را C(q) = 5q + 100 هزینه و R(q) = 20q درآمد تابع ●

کن. حساب را سود تابع ●

بیاب. را سربەسر نقطه ●

لͽاریتمͬ و نمایی توابع :۵ روز

ͬ شود؟ م چقدر سال ۵ از بعد کند، رشد مرکب ۱۵٪ نرخ با میلیون ۱۰۰ سرمایه اگر ●

بزن. تخمین ۷۲ قاعده با را شدن دوبرابر زمان ●

خاص توابع :۶ روز

بنویس. را فروش هدف از انحراف مطلق قدر تابع ●

کن. تعریف را کامل بستەهای تعداد برای صحیح جزء تابع ●

نهایی گزارش :۷ روز

باشͬ. برده کار به واقعͬ مثال ͷی در را بالا مفاهیم همه آن در که بنویس صفحەای ۲ گزارش ͷی ●

کن. ضمیمه را نمودارها ●

موفقیت: معیار

کنͬ. مدل واقعͬ مسئله ͷی در را تابع ۳ و مجموعه ۳ حداقل بتوانͬ ●

کنͬ. رسم درست را نمودارها ●

باشد. دقیق محاسبات شامل نهایی گزارش ●
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بصری تحلیل و شمارش :۲ ماژول

روزه ۷ پروژه

احتمال تحلیل و تخفیف کد سیستم طراحͬ پروژه: عنوان
بزنͬ. تخمین را رخداد احتمال و کنͬ حساب را حالت ها تعداد شمارش، اصول با بتوانͬ هدف:

شمارش اصول :۱ روز

رقم. ۴ + حرف ۲ کن: طراحͬ کاراکتری ۶ تخفیف کد ͷی ●

کن. حساب ضرب اصل با را ممͺن کدهای تعداد ●

جایͽشت :۲ روز

دارد؟ وجود سرپرست و معاون مدیر، بەعنوان نفر ۳ انتخاب برای راه چند باشͬ، داشته کارمند ۵ اگر ●

کن. حساب P (n, r) فرمول با ●

ترکیب :۳ روز

داد؟ تشͺیل ͬ توان م نفره ۳ تیم چند مشتری، ۱۰ از ●

کن. حساب
(
n
r

)
فرمول با ●

دوجملەای قضیه :۴ روز

بده. بسط را (x+ 2)5 ●

بیاب. (2x− 1)6 در را x3 ضریب ●

مقدماتͬ احتمال :۵ روز

است؟ چقدر تایی ۵ نمونه در معیوب ۲ انتخاب احتمال معیوب)، ۴) محصول ۲۰ از ●

کن. حساب ترکیب با ●

تصمیم درخت :۶ روز

بͺش. جدید محصول معرفͬ برای تصمیم درخت ͷی ●

کن. حساب را شاخه هر انتظار مورد ارزش ●

نهایی گزارش :۷ روز

را تصمیم درخت و تقلب احتمال تخفیف، کد سیستم آن در که بنویس صفحەای ۲ گزارش ͷی ●
باشͬ. کرده تحلیل

موفقیت: معیار

کنͬ. حساب دقیق را حالت ها تعداد ●

کنͬ. محاسبه جایͽشت و ترکیب با را احتمال ●

کنͬ. رسم درست را تصمیم درخت ●
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پیوستگͬ و حد :۳ ماژول

روزه ۷ پروژه

پلەای تعرفه و انبوه تولید در هزینه رفتار تحلیل پروژه: عنوان
کنͬ. تحلیل را تعرفەای پرش نقاط و کنͬ حساب بی نهایت در را درآمد و هزینه توابع حد بتوانͬ هدف:

خواص و حد :۱ روز

کن. حساب را limq→10(q
2 + 5q + 100) حد ●

کن. حساب را limq→∞
1000
q

+ 5 حد ●

راست و چپ حد :۲ روز

بنویس. را C(x) پلەای تعرفه تابع ●

کن. حساب را راست و چپ حد مرزی، نقطه در ●

پیوستگͬ :۳ روز

دارد. پرش یا است پیوسته مرزی نقطه در تعرفه تابع که کن بررسͬ ●

کن. حساب را پرش اندازه دارد، پرش اگر ●

میانͬ مقدار قضیه :۴ روز

دارد. ریشه P (q) = −q2 + 40q − 100 سود تابع بده نشان ●

کن. پیدا را ریشه بازه ●

بی نهایت در حد :۵ روز

کن. حساب بی نهایت در را AC(q) = 1000+5q
q

متوسط هزینه حد ●

کن. مدیریتͬ تفسیر ●

نهایی تحلیل :۶ روز

کن. تحلیل را C(q) = 0.01q3 − 0.5q2 + 100q + 5000 هزینه تابع ●

کن. بررسͬ q → ∞ در را آن رفتار ●

نهایی گزارش :۷ روز

باشͬ. کرده تحلیل را پیوستگͬ و پلەای تعرفه هزینه، رفتار آن در که بنویس صفحەای ۲ گزارش ͷی ●

موفقیت: معیار

کنͬ. حساب درست را راست و چپ حد ●

کنͬ. بررسͬ شرط سه با را پیوستگͬ ●

بدهͬ. دقیق مدیریتͬ تفسیر ●
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کاربردها و مشتق :۴ ماژول

روزه ۷ پروژه

محصول ͷی سود بهینەسازی پروژه: عنوان
کنͬ. پیدا را تولید بهینه نقطه و هزینه حداقل سود، حداکثر مشتق، با بتوانͬ هدف:

قوانین و مشتق :۱ روز

بیاب. را f(x) = 3x4 − 2x3 + 5x− 7 مشتق ●

کن. حساب زنجیرەای با را f(x) = (2x+ 1)5 مشتق ●

نهایی درآمد و نهایی هزینه :۲ روز

کن. حساب را MC ،C(q) = q2 + 20q + 500 ●

کن. حساب را MR ،R(q) = 100q − q2 ●

سود بهینەسازی :۳ روز

بنویس. را P (q) = R(q)− C(q) ●

کن. حل را P ′(q) = 0 ●

است. ماکسیمم کن بررسͬ P ′′(q) با ●

متوسط هزینه حداقل :۴ روز

بنویس. را AC(q) ●

کن. حل را AC ′(q) = 0 ●

کن. پیدا را حداقل نقطه ●

دیفرانسیل :۵ روز

بزن. تخمین ͬ یابد، م افزایش واحد ۱ تولید وقتͬ را سود تغییر دیفرانسیل، با ●

محدودیت با بهینەسازی :۶ روز

کن. پیدا بودجه محدودیت با را سود حداکثر لاگرانژ، روش با ●

نهایی گزارش :۷ روز

انجام را حساسیت تحلیل و هزینه حداقل سود، بهینەسازی آن در که بنویس صفحەای ۲ گزارش ͷی ●
باشͬ. داده

موفقیت: معیار

کنͬ. حساب درست را مشتق ●

کنͬ. تأیید دوم مرتبه شرط با را بهینه نقطه ●

بدهͬ. دقیق مدیریتͬ تفسیر ●
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مالͬ ریاضیات :۵ ماژول

روزه ۷ پروژه

سرمایەگذاری طرح ͷی ارزیابی پروژه: عنوان
کنͬ. ارزیابی را مالͬ طرح ͷی مرکب، بهره و وام قسط IRR، NPV، با بتوانͬ هدف:

مرکب و ساده بهره :۱ روز

کن. حساب سال ۳ برای ساده ۱۲٪ نرخ با میلیون ۵۰۰ ●

کن. حساب سال ۳ برای مرکب ۱۲٪ نرخ با مبلغ همان ●

کن. تفسیر را تفاوت ●

مؤثر نرخ و پیوسته بهره :۲ روز

کن. حساب سال ۳ برای پیوسته ۱۲٪ نرخ با میلیون ۵۰۰ ●

کن. حساب ماهانه مرکب برای را سالانه مؤثر نرخ ●

فعلͬ ارزش :۳ روز

کن. حساب را ۱۰٪ نرخ با آینده سال ۵ در میلیون ۱۰۰۰ فعلͬ ارزش ●

کن. حساب مشتق با را بهره نرخ به آن حساسیت ●

اقساط :۴ روز

کن. حساب را ماهانه قسط قسط. ۶۰ ماهانه، ۵٪ .۱ نرخ میلیون، ۸۰۰ وام ●

بنویس. را اول دوره ۳ استهلاک جدول ●

IRR و NPV :۵ روز

کن. حساب را NPV .۱۰٪ نرخ سال، ۵ برای سالانه ۶۰۰ جریان ،۲۰۰۰ سرمایه با پروژەای ●

بزن. تخمین را IRR ●

مالͬ بهینەسازی :۶ روز

کن. پیدا سرمایەگذاری مقدار به نسبت را NPV حداکثر مشتق، با ●

نهایی گزارش :۷ روز

باشͬ. کرده ارزیابی کامل را سرمایەگذاری طرح آن در که بنویس صفحەای ۲ گزارش ͷی ●

موفقیت: معیار

کنͬ. حساب درست را NPV ●

بزنͬ. تخمین را IRR ●

دهͬ. ارائه دلیل با را نهایی تصمیم ●
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روزه ۶۰ برنامه چ

یادداشت

شامل هفته هر دهͬ. تطبیق روز ۶۰ با را آن ͬ توانͬ م است. شده طراحͬ روز) ۶۳) هفته ۹ برای زیر برنامه
است. پروژه و خودآزمایی تمرین، فصل، مطالعه

پیشنهادی روزانه برنامه
تمرین. حل + ساعت ۲–۱ مطالعه هفته: هر ۵–۱ روزهای ●

اشͺال. رفع و خودآزمایی :۶ روز ●

گزارش. و پروژه :۷ روز ●

پیشرفت چͷ لیست ح

بازرسͬ ایست

روزه ۶۰ برنامه و روزه ۷ پروژه چهارم: بخش پایان
پیشرفت چͷ لیست | هفتەای ۹ برنامه | روزه ۷ پروژه ۵ آمار:

xⅽoⅼor enuⅿiteⅿ booktabs geoⅿetry aⅿsⅿath،aⅿssyⅿb،aⅿsthⅿ [۱۲pt،a۴paper]artiⅽⅼe
xepersian hyperref tⅽoⅼorbox

ⅿargin=۲.۵ ⅽⅿ
(۱) مدیریت در آن کاربرد و ریاضیات

۱۴۰۵ مهر ۱۳ آموزشͬ معمار نفره ۵ تیم دانشجو به نامەای پنجم: بخش
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دانشجو به نامەای

دانشجو به نامەای

عزیز، دانشجوی
ͬ دانͬ نم دقیقاً هم خودت شاید بفهمد. ͬ خواهد م که هست درونت چیزی یعنͬ رسیدەای، جزوه اینجای تا اگر
ͬ کند. م سنگینͬ دوشت روی که «باید» ͷی فقط یا ماندن، عقب از ترس جاەطلبی، کنجͺاوی، — چیست
مثل دانشجوهایی با سال ها که کسͬ بەعنوان — من و آورده. اینجا تا را تو که است کافͬ هست، هرچه اما

بزنم. حرف تو با صادقانه دقیقەای چند ͬ خواهم م — زده کله و سر تو

که... بدان ͬ ترسͬ، م ریاضͬ از اگر
که است آموزشͬ سال ها محصول ترس، این نیست. تو تقصیر ترس، این که بدان ͬ ترسͬ، م ریاضͬ از اگر
ͬ فهمͬ م یا یعنͬ «ریاضͬ گرفتن»، بیست نمره یعنͬ «ریاضͬ فرمول»، کردن حفظ یعنͬ «ریاضͬ گفته تو به
که بلند دیوار ͷی نه است، مادرزادی استعداد ͷی نه ریاضͬ، هستند. غلط همه حرف ها این ͬ فهمͬ». نم یا
آشپزی. مثل شنا، مثل دوچرخەسواری، مثل — است مهارت ͷی ریاضͬ، ͬ روند. م بالا آن از نابغەها فقط
ͬ گیرند. م یاد بعد و ͬ شود، م زخم زانوهایشان ͬ خورند، م زمین اول همه ͬ آید. نم دنیا به دوچرخه با هیچ کس

است. همین طور دقیقاً هم ریاضͬ
آن با ریاضیات که زبانͬ هستند. زبان فرمول ها، نیستند. تو دشمن فرمول ها که بدان ͬ ترسͬ، م فرمول از اگر
ͬ ترسم» م ͬ فهمم نم که زبانͬ از «من ͬ گویی م واقع در ͬ ترسم»، م فرمول از «من ͬ گویی م وقتͬ ͬ زند. م حرف
تو ͬ فهمدش. نم فقط ͬ ترسد؛ نم چینͬ کتاب ͷی از ͬ داند، نم چینͬ که کسͬ است. طبیعͬ کاملا́ این و —
یاد را زبان آن پرسیدن، با کردن، اشتباه با تکرار، با تمرین، با کم کم، اما ͬ فهمͬ. نم را ریاضͬ چین̞ͬ اولش هم
آشنا. و ساده، روان، ͬ شوند: م مادری کلمات مثل برایت فرمول ها که نقطەای به ͬ رسͬ م روز ͷی و ͬ گیری. م
گفتەاند. تو به که است افسانەای بزرگ ترین این که بدان ندارد»، ربطͬ مدیریت به «ریاضͬ ͬ کنͬ م حس اگر
کیلومتری چند حتͬ شاید بروی، متری چند ͬ توانͬ م تو است. چشم بسته با رانندگͬ مثل ریاضͬ، بدون مدیریت،
استخدام تا محصول ͷی قیمت گذاری از — مدیریتͬ تصمیم هر ͬ خوری. م دیوار به زود، یا دیر اما —
است. ریاضͬ تصمیم ͷی — سرمایەگذاری پروژه دو بین انتخاب تا تبلیغات بودجه تعیین از کارمند، ͷی
زدن، حدس امروز، دنیای در و ͬ زنند. م حدس نیستند، بلد که مدیرانͬ ͬ بینند؛ م بلدند، ریاضͬ که مدیرانͬ

نیست. گزینه ͷی دیͽر

که... نوشتم طوری را جزوه این

است، صمیمانه گفت وگوی ͷی فصل، هر هستͬ. تنها نکنͬ احساس هیچ وقت که نوشتم طوری را جزوه این
بانک از اسنپ، تا ͬ کالا دیج از — شده گرفته مدیریت واقعͬ دنیای از مثال، هر .ͷخش سخنرانͬ ͷی نه

دارد. جریان تو روزمره زندگͬ وسط درست ریاضͬ، ببینͬ تا — ایران خودرو تا ملت
شهود ͷی با مفهوم، هر است». سخت خیلͬ «این نکنͬ احساس هیچ وقت که نوشتم طوری را جزوه این
ͬ توانͬ م کردی، گیر جایی اگر مدیریتͬ. مثال بعد ساده، مثال بعد ͬ آید، م فرمول بعد ͬ شود، م شروع ساده
در جهشͬ هیچ نیفتاده. جا پلەای هیچ شده. چیده پلەپله همەچیز، که ببینͬ و بخوانͬ، دوباره عقب، برگردی

نیست. کار
«کاربرد بخش ͷی فصل، هر ͬ آید». نم کارم به «این نکنͬ احساس هیچ وقت که نوشتم طوری را جزوه این
مشتق وقتͬ ͬ آید. م کار به واقعͬ دنیای کجای مفهوم، این ͬ دهم م نشان دقیقاً آن، در که دارد مدیریت» در
که ͬ بینͬ م ͬ خوانͬ، م لͽاریتم وقتͬ ͬ کنند. م پیدا را سود حداکثر آن، با مدیران چطور که ͬ بینͬ م ͬ خوانͬ، م
شرکت های چطور که ͬ بینͬ م ͬ خوانͬ، م احتمال وقتͬ ͬ کنند. م حساب را مرکب سود آن، با بانک ها چطور

ͬ سنجند. م را ͷریس بیمه،
هر دارد. خودآزمایی فصل، هر ندارم». «وقت نکنͬ احساس هیچ وقت که نوشتم طوری را جزوه این
اتوبوس در ͬ توانͬ م ͬ دهد. م توضیح را گزینه هر دلیل پاسخنامه، هر دارد. تشریحͬ پاسخنامه خودآزمایی،
واقعͬ معنای به خودآموز است. خودآموز جزوه، این کنͬ. مرور امتحان قبل شب کنͬ، حل کافه در بخوانͬ،

دیͽر. منبع به نیاز بدون کلاس، به نیاز بدون استاد، به نیاز بدون کلمه:

داری... را مهارت ۳ این روز، ۶۰ از بعد
کنͬ حل را خودآزمایی ها اگر دهͬ، انجام را پروژەها اگر بͽیری، جدی را جزوه این اگر — روز ۶۰ از بعد

داری: را مهارت سه این —
«این که ببینͬ ͬ توانͬ م کنͬ. ترجمه ریاضͬ زبان به را مدیریتͬ پدیده هر ͬ توانͬ م مدل سازی. اول: مهارت
پیش بینͬ «این است»، معادله ͷی واقع در سرمایەگذاری، تصمیم «این است»، تابع ͷی واقع در فروش، مسئله
تبدیل تحلیلͬ» «مدیر ͷی به اجرایی» «مدیر ͷی از را تو مهارت، این است». دنباله ͷی واقع در تقاضا،

ͬ کند. م
افزایش ۱۰٪ را قیمت «اگر بͽویی ͬ توانͬ م کنͬ. تحلیل را سیستم ͷی رفتار ͬ توانͬ م تحلیل. دوم: مهارت
ͬ شود؟»، م کم چقدر پروژه فعلͬ ارزش برود، بالا ۱٪ بهره نرخ «اگر ͬ یابد؟»، م کاهش چقدر تقاضا دهیم،
ͷی به واکنشͬ» «مدیر ͷی از را تو مهارت، این ͬ کند؟». م تغییر چقدر سود کنیم، زیاد ۲۰٪ را تولید «اگر

ͬ کند. م تبدیل پیش بین» «مدیر
NPV پروژه «این بͽویی ͬ توانͬ م کنͬ. انتخاب را بهترین گزینەها، بین ͬ توانͬ م تصمیم گیری. سوم: مهارت
است، واحد کشش نقطه در قیمت، «این رد»، پس دارد، بالاتری مؤثر نرخ وام «این قبول»، پس دارد، مثبت

ͬ کند. م تبدیل قاطع» «مدیر ͷی به مردد» «مدیر ͷی از را تو مهارت، این ͬ شود». م حداکثر درآمد پس
هستند. کسب وکار برای هستند. شغل برای هستند. زندگͬ برای نیستند. امتحان برای فقط مهارت، سه این
ͬ تواند م شود، وارد که اتاقͬ هر در دارد، را مهارت سه این که کسͬ هستند. ͷکوچ و بزرگ تصمیم های برای

دارد. نیاز آن به دیͽری چیز هر از بیش امروز، دنیای که است چیزی همان این، و کند. تولید ارزش

بماند... ذهن در که جمله ͷی اما و
وقتͬ حتͬ بماند، ذهنت در ͬ خواهم م که جملەای کنم. تمام جمله ͷی با را نامه این بͽذار عزیز، دانشجوی

گذشت: روزها این از سال ها وقتͬ حتͬ کردی، پاس را درس این وقتͬ حتͬ بستͬ، را جزوه این

زبان این یادگیری حال در تو، و است؛ درست تصمیم های زبانِ «ریاضͬ،
هستͬ.»

یاد داری تو کردەای. باز را جزوه این تو آمدەای. اینجا تا تو نیست. غیرممͺن اما است. سخت زبان، این
است. پیروزی ͷی بەتنهایی، این، و ͬ گیری. م

حل که مسئلەای هر ͬ گیری، م یاد که فرمولͬ هر که بدان و کن. اعتماد مسیر به باش. داشته ایمان خودت به
ͬ کند. م نزدیͷ تر باشͬ، ͬ خواهͬ م که مدیری آن به قدم ͷی را تو ͬ کنͬ، م که اشتباهͬ هر ͬ کنͬ، م

امید، و احترام با
آموزشͬ معمار نفره ۵ تیم
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بازرسͬ ایست

دانشجو به نامەای پنجم: بخش پایان
پایانͬ) جمله مهارت، ۳ جزوه، این چرا ریاضͬ، از (ترس بخش ۴ | کلمه ۱۲۰۰∼ آمار:
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انگلیسͬ فارسͬ

Set مجموعه
Subset زیرمجموعه
Union اجتماع
Interseⅽtion اشتراک
Ⅽoⅿpⅼeⅿent متمم
Funⅽtion تابع
Ⅾoⅿain دامنه
Range برد
Funⅽtion Ⅼinear خطͬ تابع
Funⅽtion Quaⅾratiⅽ دوم درجه تابع
Paraboⅼa سهمͬ
Vertex رأس
Funⅽtion Exponentiaⅼ نمایی تابع
Funⅽtion Ⅼogarithⅿiⅽ لͽاریتمͬ تابع
Ⅼiⅿit حد
Ⅼiⅿit Ⅼeft−hanⅾ چپ حد
Ⅼiⅿit Right−hanⅾ راست حد
Ⅽontinuity پیوستگͬ
Ⅾisⅽontinuity ناپیوستگͬ
Ⅾerivative مشتق
Ⅾerivative Seⅽonⅾ دوم مرتبه مشتق
Ruⅼe Ⅽhain زنجیرەای قانون
Optiⅿization بهینەسازی
Ⅿaxiⅿuⅿ ماکسیمم
Ⅿiniⅿuⅿ مینیمم
Point Ⅽritiⅽaⅼ بحرانͬ نقطه
Point Infⅼeⅽtion عطف نقطه
Interest Siⅿpⅼe ساده بهره
Interest Ⅽoⅿpounⅾ مرکب بهره
Ⅽoⅿpounⅾing Ⅽontinuous پیوسته بهره
Vaⅼue Present فعلͬ ارزش
Vaⅼue Future آینده ارزش
Annuity ̸ Instaⅼⅼⅿent قسط
Funⅾ Sinking ذخیره صندوق
Eⅼastiⅽity کشش
Ⅽost Ⅿarginaⅼ نهایی هزینه
Revenue Ⅿarginaⅼ نهایی درآمد
Profit Ⅿarginaⅼ نهایی سود
(IRR) Return of Rate Internaⅼ داخلͬ بازده نرخ
(NPV) Vaⅼue Present Net خالص فعلͬ ارزش
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پروژه خودآزمایی تمرین فصل هفته

ماژول پروژه شروع
۱

هر ۱۵–۱ سوالات
فصل

مجموعه، مسئله ۱۰ حل
خطͬ تابع،

۳–۱ فصل ۱

۱ ماژول پروژه ادامه هر ۱۵–۱ سوالات
فصل

نمایی، مسئله ۱۰ حل
خاص لͽاریتمͬ،

۵–۴ فصل ۲

۲ ماژول پروژه هر ۱۵–۱ سوالات
فصل

و شمارش مسئله ۱۵ حل
ترکیب

۷–۶ فصل ۳

۲ ماژول پروژه هر ۱۵–۱ سوالات
فصل

و نمودار مسئله ۱۰ حل
احتمال

۹–۸ فصل ۴

۳ ماژول پروژه هر ۱۵–۱ سوالات
فصل

و حد مسئله ۱۵ حل
پیوستگͬ

۱۲–۱۰ فصل ۵

۴ ماژول پروژه هر ۱۵–۱ سوالات
فصل

مشتق و دنباله مسئله ۱۵ حل ۱۵–۱۳ فصل ۶

۴ ماژول پروژه هر ۱۵–۱ سوالات
فصل

و دیفرانسیل مسئله ۱۰ حل
بهینەسازی

۱۷–۱۶ فصل ۷

۵ ماژول پروژه هر ۱۵–۱ سوالات
فصل

اقساط و بهره مسئله ۱۵ حل ۱۹–۱۸ فصل ۸

+ ۵ ماژول پروژه
نهایی گزارش

کل مرور
خودآزمایی ها

مالͬ مسئله ۱۰ حل مرور + ۲۰ فصل ۹
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